
 

ɈɄɃɈɅũȺȽɃ ɄȷȽȹȺȽȷɆ ȾȷȽ ŪɅȼɆȾȺɈɀȷɇɋɁ, 
ɄɃȿȽɇȽɆɀɃɈ ȾȷȽ ȷŪȿȼɇȽɆɀɃɈ 

ȽɁɆɇȽɇɃɈɇɃ ɇȺɉɁɃȿɃũȽȷɆ ɈɄɃȿɃũȽɆɇɋɁ 

ȾȷȽ ȺȾȹɃɆȺɋɁ çȹȽɃūȷɁɇɃɆè 

ȷȭ əŬɘ ȸȭ 
ũŮɜɘəɞɨ ȿɡəŮɑɞɡ 

Ⱦ 

Ƚ 
Ƀ 

Ū ȼ 
ȷ 

Ů4 

ũ 

Ȼ 

Ⱥ 

Ů3 

Ů2 

Ů1 

ɛŬ 

ȸ 

Ɋ 

ɇɧɛɞɠ 7ɞɠ 



 



 

ɈɄɃɈɅũȺȽɃ ɄȷȽȹȺȽȷɆ ȾȷȽ 
ŪɅȼɆȾȺɈɀȷɇɋɁ, ɄɃȿȽɇȽɆɀɃɈ 

ȾȷȽ ȷŪȿȼɇȽɆɀɃɈ 
ȽɁɆɇȽɇɃɈɇɃ ɇȺɉɁɃȿɃũȽȷɆ 
ɈɄɃȿɃũȽɆɇɋɁ ȾȷȽ ȺȾȹɃɆȺɋɁ 

çȹȽɃūȷɁɇɃɆè 
 

ȺɈȾȿȺȽȹȺȽȷ  
ũȺɋɀȺɇɅȽȷ 

 
ȷɅũɈɅɃɄɃɈȿɃɆ ȼȿȽȷɆ 
ȸȿȷɀɃɆ ɄȷɁȷũȽɋɇȼɆ 
ȾȷɇɆɃɈȿȼɆ ũȺɋɅũȽɃɆ 
ɀȷɅȾȷɇȼɆ ɆɇɈȿȽȷɁɃɆ 
ɆȽȹȺɅȼɆ ɄɃȿɈɉɅɃɁȼɆ 

 
 

ɇɃɀɃɆ 7ɞɠ 
ȾȺūȷȿȷȽȷ 9.1 - 10.6 



 

ȺȿȿȼɁȽȾȼ ɀȷŪȼɀȷɇȽȾȼ 
ȺɇȷȽɅȺȽȷ 

 

ǱǮǥǧǥ ǴǶũũǳǥūǪǴ 
 

ȷɟɔɡɟɧˊɞɡɚɞɠ ȼɚɑŬɠ 
ȹɘŭɎəŰɤɟ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ 

Ⱥ.ɀ.ɄɞɚɡŰŮɢɜŮɑɞɡ 
 

ȸɚɎɛɞɠ ɄŬɜŬɔɘɩŰɖɠ 
ȹɘŭɎəŰɤɟ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ 

Ⱥ.ɀ.ɄɞɚɡŰŮɢɜŮɑɞɡ 
 

ȾŬŰůɞɨɚɖɠ ũŮɩɟɔɘɞɠ 
ɀŬɗɖɛŬŰɘəɧɠ 

 

ɀŬɟəɎŰɖɠ ɆŰɡɚɘŬɜɧɠ 
Ⱥˊɑəɞɡɟɞɠ ȾŬɗɖɔɖŰɐɠ, ɇɞɛɏŬ ɀŬ-

ɗɖɛŬŰɘəɩɜ Ⱥ.ɀ. ɄɞɚɡŰŮɢɜŮɑɞɡ 
 

ɆɑŭŮɟɖɠ Ʉɞɚɨɢɟɞɜɖɠ 
ɀŬɗɖɛŬŰɘəɧɠ, Ű. Ɇɢɞɚɘəɧɠ Ɇɨɛɓɞɡ-

ɚɞɠ 



 

ǫůŰȌȍȆȇǼ ǴȄȉŮȆȗȉŬŰŬ: ȸŬɜŭɞɡɚɎ-
əɖɠ ȽɤɎɜɜɖɠ 

 ȹɘŭɎəŰɤɟ ɄŬɜŮˊɘůŰɖɛɑɞɡ ɀ. 
Lomonosov ɀɧůɢŬɠ Ƚɧɜɘɞ ɄŬɜŮˊɘ-

ůŰɐɛɘɞ 
 

ūȆȈȌȈȌȂȆȇǾ ǨɸȆȉǽȈŮȆŬ: 
ȹɖɛɖŰɟɑɞɡ Ⱥɚɏɜɖ  
 

ǨɸȆȈȌȂǾ ŮȆȇȕȊȒȊ:  
ɄŬ́ Ŭŭɞˊɞɨɚɞɡ ɀˊɑŬ  
 

ǨȆȇȌȊȌȂȍǼűȄůȄ - ǴŮȈȆŭȌɸȌǿȄůȄ:  
ȷɚŮɝɞˊɞɨɚɞɡ ȾŬɑŰɖ 
 

ɄɅɃɆȷɅɀɃũȼ ɇɃɈ ȸȽȸȿȽɃɈ ũȽȷ 
ɀȷŪȼɇȺɆ ɀȺ ɀȺȽɋɀȺɁȼ ɃɅȷɆȼ 
ɃɛɎŭŬ ŮɟɔŬůɑŬɠ Űɞɡ ȽɜůŰɘŰɞɨŰɞɡ 
ȺəˊŬɘŭŮɡŰɘəɐɠ ɄɞɚɘŰɘəɐɠ 

( ɀŬɔɔɘɩɟɖɠ ȹɖɛɐŰɟɘɞɠ ) 

ȺˊɘɛɏɚŮɘŬ: ( ȻɩŰɞɠ ȽɤɎɜɜɖɠ ) 



 



 

  

 

ǮŮŰȍȆȇǽȎ ǴȐǽůŮȆȎ 

ɇɞ əŮűɎɚŬɘɞ ŬɡŰɧ ŬůɢɞɚŮɑŰŬɘ ɞɡůɘ-
ŬůŰɘəɎ ɛŮ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɤɜ 
ůŰɞɘɢŮɑɤɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ Ŭɜ ŮɑɜŬɘ 
ɔɜɤůŰɏɠ ɞɘ ˊɚŮɡɟɏɠ, əŬɗɩɠ əŬɘ ɛŮ 
ɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞɜ əɨəɚɞ. ɆŰɘɠ 
ɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ˊŬ-
ɟɞɡůɘɎɕŮŰŬɘ Űɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖ-
ɛŬ əŬɘ ɖ ɔŮɜɑəŮɡůɐ Űɞɡ ɛŮ ɎɛŮůɖ 
ŮűŬɟɛɞɔɐ ůŰɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɞɡ 
Ůɑŭɞɡɠ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ 
ɔɤɜɑŮɠ Űɞɡ - ŬəɧɛŬ əŬɘ ůŰɞɜ ˊɟɞů-
ŭɘɞɟɘůɛɧ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ Űɞɡ, Ŭɜ ɢɟɖ-
ůɘɛɞˊɞɘɐůɞɡɛŮ Űɞɜ ɘůɞŭɨɜŬɛɞ ɜɧ-
ɛɞ Űɤɜ ůɡɜɖɛɘŰɧɜɤɜ - əŬɗɩɠ əŬɘ 
Űɤɜ ɡɣɩɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. ȾŬŰɧˊɘɜ 
ɡˊɞɚɞɔɑɕɞɜŰŬɘ ɞɘ ŭɘɎɛŮůɞɘ ɛŮ ŰŬ 
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ŭɨɞ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ. ɇɞ 
əŮűɎɚŬɘɞ ɞɚɞəɚɖɟɩɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ 
ɗŮɩɟɖɛŬ ŰŮɛɜɞɡůɩɜ Ŭˊɧ Űɞ ɞˊɞɑɞ 
ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ůŮ 
əɨəɚɞ. 

 

 
ȾɎɕɘɛɘɟ ɀŬɚɏɓɘŰɠ (Ʌɩůɞɠ, 1878 - 
1935), çɈˊɏɟŰŬŰɞè, ˊɟɘɜ Űɞ 1915. 
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ǮŮŰȍȆȇǽȎ ůȐǽůŮȆȎ ůŰȌ ŰȍǿȂȒȊȌ 

9.1 ǱȍȅǽȎ ɸȍȌȁȌȈǽȎ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ 
ɛɑŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů əŬɘ 
ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ȷ ˊɞɡ 
ŭŮɜ ŬɜɐəŮɘ ůŮ Ŭɡ-
Űɐ. ɇɞ ɑɢɜɞɠ ȷȭ 
Űɖɠ əŬɗɏŰɞɡ ˊɞɡ 
űɏɟɞɡɛŮ Ŭˊɧ Űɞ 

 
ɆɢɐɛŬ1 

ȷ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ů Űɞ ɚɏɛŮ ȌȍȅǾ ɸȍȌȁȌ-

ȈǾ ɐ Ŭˊɚɩɠ ɸȍȌȁȌȈǾ Űɞɡ ȷ ůŰɖɜ 
ŮɡɗŮɑŬ Ů. ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ 
Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ, ˊ.ɢ. Űɞ ȸ, ŰɧŰŮ ɤɠ ˊɟɞ-
ɓɞɚɐ Űɞɡ ȸȭ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ Ů ɗŮɤɟɞɨɛŮ 
Űɞ ɑŭɘɞ Űɞ ȸ. ɇɏɚɞɠ ɞɟɗɐ ˊɟɞɓɞɚɐ 
Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ũȹ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
Ů ɚɏɛŮ Űɞ ŰɛɐɛŬ ũȭȹȭ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɤɠ 
ɎəɟŬ Űɘɠ ɞɟɗɏɠ ˊɟɞɓɞɚɏɠ ũȭ, ȹ Űɤɜ 
Ɏəɟɤɜ ũ, ȹ, ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, Űɞɡ ŰɛɐɛŬ-
Űɞɠ ũȹ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ Ů . 
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9.2 ǵȌ ǲȏȅŬȂȕȍŮȆȌ ȅŮȗȍȄȉŬ 
ŪŮȗȍȄȉŬ I   

ǴŮ ȇǼȅŮ ȌȍȅȌȂȗȊȆȌ ŰȍǿȂȒȊȌ, ŰȌ 
ŰŮŰȍǼȂȒȊȌ ȉȆŬȎ ȇǼȅŮŰȄȎ ɸȈŮȏȍǼȎ 
ŰȌȏ ŮǿȊŬȆ ǿůȌ ȉŮ ŰȌ ȂȆȊȕȉŮȊȌ ŰȄȎ 
ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬȎ Ůɸǿ ŰȄȊ ɸȍȌȁȌȈǾ 
ŰȄȎ ɸȈŮȏȍǼȎ ŬȏŰǾȎ ůŰȄȊ ȏɸȌŰŮǿ-
ȊȌȏůŬ. 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ  
ËȺůŰɤ ɚɞɘˊɧɜ ɏɜŬ ɞɟ-
ɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 
əŬɘ ȹ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ 
əɞɟɡűɐɠ ȷ ůŰɖɜ ɡˊɞ-
ŰŮɑɜɞɡůŬ ȸũ. ŪɏɚɞɡɛŮ 
ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 

 
ɆɢɐɛŬ 2 

Ö2AB =B ũ Ǧǧ əŬɘ Ö2Aũ =Bũ ũǧ 
ũɘŬ Űɖɜ ˊɟɩŰɖ ůɢɏůɖ ŬɟəŮɑ ɜŬ Ŭ-

ˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 
ȷȸ ȸũ

ȸȹ ȷȸ
= , ŭɖɚŬŭɐ 

ɧŰɘ ŰŬ ŰɟɑɔɤɜŬ ȷȸũ əŬɘ ȹȸȷ ŮɑɜŬɘ 
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ɧɛɞɘŬ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɘůɢɨŮɘ Ŭűɞɨ Ĕȷ = Ĕȹ 

= 1ƈ əŬɘ ɖ Ĕȸ ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɐ.  
ËɃɛɞɘŬ Ŭ́ ɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ əŬɘ ɖ ůɢɏůɖ 

2Aũ =Bũ ũȹÖ . 

ȹɘŬɘɟɩɜŰŬɠ Űɘɠ 2Aȸ =Bũ ȸȹÖ  əŬɘ 
2Aũ =Bũ ũȹÖ  əŬŰɎ ɛɏɚɖ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ 

Űɞ Ůɝɐɠ ˊɧɟɘůɛŬ: 
ŪŮɩɟɖɛŬ Ƚ 

ǲǱǳIǴǮǥ 
ǴŮ ȇǼȅŮ ȌȍȅȌȂȗȊȆȌ ŰȍǿȂȒȊȌ, Ȍ Ȉȕ-
ȂȌȎ ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ ȇǼȅŮŰȒȊ 
ɸȈŮȏȍȗȊ ŰȌȏ ŮǿȊŬȆ ǿůȌȎ ȉŮ ŰȌ ȈȕȂȌ 
ŰȒȊ ɸȍȌȁȌȈȗȊ ŰȌȏȎ ɸǼȊȒ ůŰȄȊ 
ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬ. 
 

ŪŮȗȍȄȉŬ Iǫ (ǲȏȅŬȂȕȍŮȆȌ)  

ǴŮ ȇǼȅŮ ȌȍȅȌȂȗȊȆȌ ŰȍǿȂȒȊȌ, ŰȌ 
ǼȅȍȌȆůȉŬ ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ 
ȇǼȅŮŰȒȊ ɸȈŮȏȍȗȊ ŰȌȏ ŮǿȊŬȆ ǿůȌ ȉŮ 
ŰȌ ŰŮŰȍǼȂȒȊȌ ŰȄȎ ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬȎ. 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ŪɏɚɞɡɛŮ ŭɖɚŬŭɐ (ůɢ.2) ɜŬ ŬˊɞŭŮɑ-
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ɝɞɡɛŮ ɧŰɘ: 

 2 2 2Aȸ +ȷũ ȸũ=  ɐ 2 2 2Ŭ =ɓ ɔ+  

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ ɗŮɩ-
ɟɖɛŬ ɏɢɞɡɛŮ:  

2Aȸ =Bũ ȸȹÖ  əŬɘ 2Aũ =Bũ ũȹÖ . 
ɀŮ ˊɟɧůɗŮůɖ Űɤɜ ɘůɞŰɐŰɤɜ əŬŰɎ 
ɛɏɚɖ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ: 

2 2Aȸ +ȷũ ȸũ ȸȹ ȸũ ũȹ= Ö + Ö = 

( ) 2ȸũ ȸȹ ũȹ ȸũ ȸũ ȸũÖ + = Ö =. 

ŪŮȗȍȄȉŬ Iǫǫ (ǥȊŰǿůŰȍȌűȌ ŰȌȏ 
ǲȏȅŬȂȌȍŮǿȌȏ) 

ǥȊ ůŮ ŰȍǿȂȒȊȌ ǥǦũ ȆůȐȖŮȆ: 
2 2 2AǦ +ǥũ =Ǧũ ŰȕŰŮ Ĕǥ = 1 ƈ. 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ɄɎɜɤ ůŰɘɠ ˊɚŮɡɟɏɠ Ƀx, Oy ɞɟɗɐɠ 

ɔɤɜɑŬɠ xOy ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

ŰɛɐɛŬŰŬ Ƀȹ=ȷȸ əŬɘ ɃȺ=ȷũ. ȺˊŮɘŭɐ 
Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ɃȹȺ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ 
ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖ-
ɛŬ əŬɘ Űɖɜ ɡˊɧɗŮůɖ, ɏɢɞɡɛŮ:  

2 2 2 2 2 2ȹȺ Ƀȹ ɃȺ ȷȸ ȷũ ȸũ= + = + =. 
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ȯɟŬ ȹȺ = ȸũ. 
Ⱥ́ ɞɛɏɜɤɠ ŰŬ 
ŰɟɑɔɤɜŬ ȷȸũ 
əŬɘ ɃȹȺ ŮɑɜŬɘ 
ɑůŬ, ɔɘŬŰɑ ɏ-
ɢɞɡɜ əŬɘ Űɘɠ 
ŰɟŮɘɠ ˊɚŮɡɟɏɠ ɆɢɐɛŬ 3 

ɑůŮɠ, ɞˊɧŰŮ ɗŬ ŮɑɜŬɘ Ĕȷ = ĔɃ = 1ƈ, 
ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ. 

ŪŮȗȍȄȉŬ IV   

ǴŮ ȇǼȅŮ ȌȍȅȌȂȗȊȆȌ ŰȍǿȂȒȊȌ, ŰȌ 
ŰŮŰȍǼȂȒȊȌ ŰȌȏ ȖȑȌȏȎ ŰȌȏ ɸȌȏ 
ŬȊŰȆůŰȌȆȐŮǿ ůŰȄȊ ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬ Ůǿ-
ȊŬȆ ǿůȌ ȉŮ ŰȌ ȂȆȊȕȉŮȊȌ ŰȒȊ ɸȍȌ-
ȁȌȈȗȊ ŰȒȊ ȇǼȅŮŰȒȊ ɸȈŮȏȍȗȊ ŰȌȏ 
ůŰȄȊ ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬ. 
ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ȰůŰɤ ȷȹ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ 
Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ (ůɢ.4), ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘ-
ɢŮɑ ůŰɖɜ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ.  

ŪŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ: Ö2Aǧ =Ǧǧ ǧũ 
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ɇŬ ŰɟɑɔɤɜŬ ȷȸȹ əŬɘ 
ũȷȹ ŮɑɜŬɘ ɧɛɞɘŬ, Ŭűɞɨ 
ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ əŬɘ  

1
Ĕȷ  = Ĕũ ɤɠ ůɡɛˊɚɖɟɤ-

ɛŬŰɘəɏɠ Űɖɠ Ĕȸ . 
Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɞɘ ˊɚŮɡɟɏɠ 

 
ɆɢɐɛŬ 4 

 Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ŬɜɎɚɞɔŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ 
ȷȹ ȹũ

ȸȹ ȷȹ
= , ɞˊɧŰŮ 2Aȹ =ȸȹ ȹũÖ  

ǨūǥǳǮǱũǪ 1Ȅ 
ǥȊ ŰȌ ŰȍǿȂȒȊȌ ǥǦũ 
ŮǿȊŬȆ ȌȍȅȌȂȗȊȆȌ ȇŬȆ 
ȆůȌůȇŮȈǽȎ, ŰȕŰŮ 

2Ŭ = 2ȁ. 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ  
ǴȐǾȉŬ 5 

ɄɟɎɔɛŬŰɘ, ɛŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɞɡ ɄɡɗŬ-
ɔɧɟŮɘɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ ůŰɞ ȷȸũ 

ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ 2 2 2 2Ŭ ɓ ɔ 2ɓ= + =  ɐ 
2Ŭ = 2ɓ. 
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ǴǷǱǭǫǱ 
ȼ ŮűŬɟɛɞɔɐ ŬɡŰɐ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮɘ Űɖɜ 
ɨˊŬɟɝɖ ŰɛɖɛɎŰɤɜ ɛŮ ɎɟɟɖŰɞ ɚɧɔɞ. 
ȺɑɜŬɘ ŬɝɘɞůɖɛŮɑɤŰɞ ɧŰɘ Ůɜɩ ŮɑɜŬɘ 
ŬŭɨɜŬŰɖ ɖ ɛɏŰɟɖůɖ ɛŮ Űɞ ɡˊɞŭŮəɎ-
ɛŮŰɟɞ ŰɛɖɛɎŰɤɜ ɎɟɟɖŰɞɡ ɛɐəɞɡɠ, 
ɤůŰɧůɞ ŮɑɜŬɘ Ŭəɟɘɓɐɠ ɞ ˊɟɞůŭɘɞ-
ɟɘůɛɧɠ Űɞɡɠ ɛŮ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɏɠ əŬŰŬ-
ůəŮɡɏɠ. 
 

ǨūǥǳǮǱũǪ 2Ȅ 
ǥȊ ǥǧ ŮǿȊŬȆ ŰȌ ȖȑȌȎ 
ȌȍȅȌȂȗȊȆȌȏ ŰȍȆȂȗȊȌȏ 
ǥǦũ ɸȌȏ ŬȊŰȆůŰȌȆȐŮǿ 
ůŰȄȊ ȏɸȌŰŮǿȊȌȏůŬ, Űȕ-
ŰŮ ȆůȐȖŮȆ  

ǴȐǾȉŬ 6 

2 2 2
Ŭ

1 1 1
+ =

ȁ Ȃ ȏ
 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
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ȺˊŮɘŭɐ ŬŬɡ ɓɔ= , ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2
Ŭ ŬŬ

1 1 1 ɓ ɔ Ŭ 1

ɓ ɔ ɡ ɡɓɔ Ŭɡ

+
+ = = = = 

ǲŬȍŬŰǾȍȄůȄ: Ɉ Ů́ɜɗɡɛɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ 

ůŮ əɎɗŮ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ (Ĕȷ=90
ɞ
) ɘůɢɨ-

Ůɘ: AB Aũ ȷȹ ȸũÖ = Ö Ú Ŭɓ ɔ Ŭ ɡÖ = Ö 

(ȸɚ. ȺűŬɟɛɞɔɐ 4, ůŮɚ. 117) 
 

AǴǬǪǴǨǫǴ ũǫǥ ǭǶǴǪ 
ȺɟɤŰɐůŮɘɠ ȾŬŰŬɜɧɖůɖɠ 
1. ȰɜŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(Ĕȷ=1ƈ) ɏɢŮɘ ȷȸ = 6 əŬɘ ȷũ = 8. Ʉɞɘɞ 
Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŭɘŬɛɏůɞɡ ȷɀ; 
2. ȷɜ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ əɎɗŮŰɤɜ ˊɚŮɡ-
ɟɩɜ Ůɜɧɠ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ Ůɑ-
ɜŬɘ 4, ŰɧŰŮ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ˊɟɞɓɞɚɩɜ 
Űɞɡɠ ůŰɖɜ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ ŮɑɜŬɘ : 

Ŭ. 2     ɓ. 4     ɔ. 16     ŭ. 
1

4
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ȾɡəɚɩůŰŮ Űɞ ɔɟɎɛɛŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘ-
ɢŮɑ ůŰɖ ůɤůŰɐ ŬˊɎɜŰɖůɖ əŬɘ ŬɘŰɘɞ-
ɚɞɔɐůŰŮ Űɖɜ ŬˊɎɜŰɖůɐ ůŬɠ. 
3. ȰɜŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ɏɢŮɘ əɎ-
ɗŮŰŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ ɑůŮɠ ɛŮ 9 cm əŬɘ 12 
cm. ȼ ˊɚŮɡɟɎ ɘůɧˊɚŮɡɟɞɡ Űɟɘɔɩ-
ɜɞɡ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɑůɖ ˊŮɟɑɛŮŰɟɞ ɛŮ Űɞ 
ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ŮɑɜŬɘ: 
Ŭ. 10 cm ɓ. 12 cm ɔ. 13 cm ŭ. 14 cm. 
ȾɡəɚɩůŰŮ Űɞ ɔɟɎɛɛŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘ-
ɢŮɑ ůŰɖ ůɤůŰɐ ŬˊɎɜŰɖůɖ əŬɘ ŬɘŰɘɞ-
ɚɞɔɐůŰŮ Űɖɜ ŬˊɎɜŰɖůɐ ůŬɠ. 
4. ɆŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ ɜŬ ɡˊɞɚɞ-
ɔɑůŮŰŮ ŰŬ x əŬɘ y. 

 
ǥůȇǾůŮȆȎ ǨȉɸǽŭȒůȄȎ 
1. ɆŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(Ĕȷ=1ƈ) űɏɟɞɡɛŮ Űɞ ɨɣɞɠ ȷȹ. ȷɜ Ůɑ-
ɜŬɘ ȷȸ = 3 əŬɘ ȷũ = 4, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘ-
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ůŰɞɨɜ ŰŬ ɛɐəɖ Űɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ ȸũ, 
ȸȹ, ȹũ əŬɘ ȷȹ. 
2. ȷɜ ůŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(Ĕȷ = 1ƈ) ŮɑɜŬɘ Ĕȸ = 2Ĕũ ŰɧŰŮ ɞ ɚɧɔɞɠ 
ɓ

ɔ
 

ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ: 

Ŭ. 
1

2
     ɓ. 1     ɔ. 3      ŭ. 2     Ů. 3 

ȾɡəɚɩůŰŮ Űɞ ɔɟɎɛɛŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘ-
ɢŮɑ ůŰɖ ůɤůŰɐ ŬˊɎɜŰɖůɖ əŬɘ ŬɘŰɘɞ-
ɚɞɔɐůŰŮ Űɖɜ ŬˊɎɜŰɖůɐ ůŬɠ. 
3. ɆŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ABũ  

(Ĕȷ = 1ƈ) űɏɟɞɡɛŮ Űɞ ɨɣɞɠ ȷȹ. ȷɜ 

ŮɑɜŬɘ ȷȸ = 5 əŬɘ ȸȹ = 
25

13
, ɜŬ ŭɘŬŰɎ-

ɝŮŰŮ əŬŰɎ ŬɨɝɞɡůŬ ůŮɘɟɎ ɛɐəɞɡɠ ŰŬ 
ŰɛɐɛŬŰŬ: ȷũ, ȸũ, ũȹ əŬɘ ȷȹ. 

ǥɸȌŭŮȆȇŰȆȇǽȎ ǥůȇǾůŮȆȎ 
1. ɁŬ ŬˊɞŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ, 

ˊɞɡ ɏɢŮɘ ˊɚŮɡɟɏɠ Ŭ = ə
2
+ɚ

2
, ɓ = 2əɚ 

əŬɘ ɔ = ə
2
 - ɚ

2
, ɧˊɞɡ ə, ɚ ɗŮŰɘəɞɑ 
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ŬəɏɟŬɘɞɘ ɛŮ ə > ɚ, ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ. 
2. ȷɜ ȷȺ, ȷȻ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɞɘ 
ˊɟɞɓɞɚɏɠ ŭɨɞ ɢɞɟŭɩɜ ȷũ əŬɘ ȷȹ 
Ůɜɧɠ əɨəɚɞɡ ůŮ ɛɑŬ ŭɘɎɛŮŰɟɧ Űɞɡ 
ȷȸ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2 2ȷȻ ȷũ ȷȺ ȷȹÖ = Ö. 
3. ȷɜ ȹ ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɖɠ əɎɗŮŰɖɠ 
ˊɚŮɡɟɎɠ ȷũ Ůɜɧɠ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ Űɟɘ-

ɔɩɜɞɡ ȷȸũ (Ĕȷ = 1ƈ) əŬɘ Ⱥ ɖ ˊɟɞ-
ɓɞɚɐ Űɞɡ ůŰɖ ȸũ, ŰɧŰŮ ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮ-

ŰŮ ɧŰɘ Ⱥũ
2
 + ȷȸ

2
 = Ⱥȸ

2
. 

ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ŭɘŬŰɎɝŰŮ əŬŰɎ Ŭɨɝɞɡ-
ůŬ ůŮɘɟɎ ɛɐəɞɡɠ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ȹȸ, 
Ⱥȸ, Ⱥũ. 
4. ȹɨɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ ŰɟɑɔɤɜŬ ȷȸũ əŬɘ 

ȷȭȸȭũȭ (Ĕȷ = Ĕȷȭ = 1ƈ) ɏɢɞɡɜ ɛɓ = ɛɓË 

əŬɘ ɛɔ = ɛɔË . ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i) Ŭ = Ŭȭ               ii) ɓ = ɓȭ. 
Tɘ ůɡɛˊŮɟŬɑɜŮŰŮ ɔɘŬ ŰŬ ȷȸũ əŬɘ 
ȷȭȸȭũȭ; 

17 / 186 



 

5. ɆŮ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ (ȷȸ = 
ȷũ) űɏɟɞɡɛŮ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ȸȺ. ɁŬ 
ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

Ŭ
2
+ ɓ

2
 + ɔ

2
 = 3ȸȺ

2
 + 2ȷȺ

2
 + ũȺ

2
. 

ǴȖȊȅŮŰŬ ȅǽȉŬŰŬ 
1. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ 

ȷȸũ (Ĕȷ = 1ƈ) əŬɘ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ȷȹ. 
ȷɜ Ⱥ, Ȼ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ȹ ˊɎ-
ɜɤ ůŰɘɠ ȷȸ, ȷũ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɜŬ Ŭˊɞ-
ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ:  

i) 
3

3

ȷȸ ȸȺ

ũȻȷũ
=  

ii) 3ȷȹ ȸũ ȹȺ ȹȻ= Ö Ö. 
2. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŭɨɞ əɨəɚɞɘ (Ⱦ,R) əŬɘ 
(ȿ,ɟ) ˊɞɡ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɎ 
ůŰɞ ȷ. ȷɜ ȸũ ŮɑɜŬɘ Űɞ əɞɘɜɧ ŮɝɤŰŮ-
ɟɘəɧ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞ ŰɛɐɛŬ Űɞɡɠ əŬɘ 
(Ƀ,ů) ɞ əɨəɚɞɠ ˊɞɡ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 
ůŰɞɡɠ (Ⱦ,R), (ȿ,ɟ) əŬɘ ůŰɖ ȸũ, ɜŬ 
ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 
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i) ȸũ 2 Rɟ=     ii)
1 1 1

R ɟ ů
+ = . 

3. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰɟŬˊɏɕɘɞ ABũȹ ɛŮ Ĕȷ = 
Ĕȸ = 1ƈ. ȷɜ ɀ, Ɂ ŰŬ ɛɏůŬ Űɤɜ ŭɘŬ-
ɔɤɜɑɤɜ ȸȹ, ȷũ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ əŬɘ Ⱦ Űɞ 
ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɖɠ ȷɀ ɛŮ Űɖ ȸũ ɜŬ 
ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ : 
i) Űo ABKȹ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ, 

ii) 2 2 2ȹũ ȷȸ 4ɀɁ- = . 
4. ɆŮ əɎɗŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

( oĔȷ 90= ) ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 2
Ŭ2ɛ ɓɔ²  

5. ŪŮɤɟɞɨɛŮ əɨəɚɞ (Ƀ,R), ŭɘɎɛŮŰɟɧ 
Űɞɡ ȷȸ əŬɘ ɛɑŬ ɢɞɟŭɐ Űɞɡ ũȹ ˊɞɡ 
ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ȷȸ ůŰɞ Ⱥ əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ 
ɛŮ ŬɡŰɐ ɔɤɜɑŬ 45Á. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ Ⱥũ
2
 + Ⱥȹ

2
 = 2R

2
. 

6. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ 

ȷȸũ (Ĕȷ = 1ƈ) əŬɘ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ȷȹ. 
ȷɜ x, y əŬɘ ɤ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŰŬ 
ɛɐəɖ ɞˊɞɘɤɜŭɐˊɞŰŮ ɞɛɧɚɞɔɤɜ 
ɔɟŬɛɛɘəɩɜ ůŰɞɘɢŮɑɤɜ Űɤɜ Űɟɘɔɩ-
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ɜɤɜ (ˊ.ɢ. ŭɘŬɛɏůɤɜ, ɡɣɩɜ, ŬəŰɑɜɤɜ 
ŮɔɔŮɔɟŬɛɛɏɜɤɜ əɨəɚɤɜ əŰɚ.) ȹȷȸ, 

ȹȷũ əŬɘ ȷȸũ, ŰɧŰŮ x
2
 + y

2
 = ɤ

2
. 

 

9.3 ũŮȒȉŮŰȍȆȇǽȎ ȇŬŰŬůȇŮȏǽȎ 
ɀŮ ŮűŬɟɛɞɔɐ Űɞɡ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞɡ ɗŮ-
ɤɟɐɛŬŰɞɠ əŬɘ Űɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ ȽV 
ŬɜŰɘɛŮŰɤˊɑɕɞɡɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɓŬ-
ůɘəɎ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɩɜ əŬ-
ŰŬůəŮɡɩɜ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ . 

ǲǳǱǦǭǪǮǥ 1 
ǥȊ Ŭ, ȁ ŮǿȊŬȆ ȂȊȒůŰǼ ŰȉǾȉŬŰŬ, ȊŬ 
ȇŬŰŬůȇŮȏǼůŮŰŮ ŰȌ ŰȉǾȉŬ k , ɸȌȏ 
ȌȍǿȃŮŰŬȆ Ŭɸȕ ŰȄȊ ȆůȕŰȄŰŬ :  

(i) 2 2k = Ŭ +ȁ, (ii) 2 2k = Ŭ -ȁ. 

ǭȖůȄ 
(i) ȼ ŭɞůɛɏɜɖ ɘůɧŰɖŰŬ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɘ-

ůɞŭɨɜŬɛŬ 2 2 2k Ŭ ɓ= + , ɞˊɧŰŮ Űɞ ɕɖ-

ŰɞɨɛŮɜɞ ŰɛɐɛŬ k ŮɑɜŬɘ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ 
ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɛŮ əɎɗŮŰŮɠ 
ˊɚŮɡɟɏɠ Ŭ, ɓ. 
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Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, Ŭɜ ˊɎɜɤ 
ůŰɘɠ əɎɗŮŰŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ 
(ůɢ.7) Ƀx, Oy ɛɑŬɠ ɞɟ-

ɗɐɠ ɔɤɜɑŬɠ ĔxOy Ɏ́-

ɟɞɡɛŮ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŰŬ 
ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ɩůŰŮ 
OA=Ŭ əŬɘ Ƀȸ=ɓ, ŰɧŰŮ 

 
ɆɢɐɛŬ 7 

2 2 2 2 2ȷȸ Ƀȷ Ƀȸ Ŭ ɓ= + = + əŬɘ Ůˊɞ-

ɛɏɜɤɠ Űɞ ŰɛɐɛŬ ȷȸ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨ-
ɛŮɜɞ ŰɛɐɛŬ k . 
ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ Űɞ ŰɛɐɛŬ k əŬŰŬ-
ůəŮɡɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŰɛɐɛŬ-
ŰŬ Ŭ, ɓ. 
(ii) ȼ ŭɞůɛɏɜɖ ɘůɧŰɖŰŬ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɘ-

ůɞŭɨɜŬɛŬ 2 2 2k Ŭ ɓ= -  ɖ ɞˊɞɑŬ ůɖ-

ɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ ŰɛɐɛŬ k Ůɑ-
ɜŬɘ ɖ ɛɑŬ əɎɗŮŰɖ ˊɚŮɡɟɎ ɞɟɗɞɔɩɜɘ-
ɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɛŮ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ Ŭ əŬɘ 
Ɏɚɚɖ əɎɗŮŰɖ ˊɚŮɡɟɎ Űɞ ɓ. ȼ əŬŰŬ-
ůəŮɡɐ ŮɑɜŬɘ ɧɛɞɘŬ Űɖɠ (i). 
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ǲǳǱǦǭǪǮǥ 2 
ǥȊ Ŭ, ȁ ŮǿȊŬȆ ȂȊȒůŰǼ ŰȉǾȉŬŰŬ, ȊŬ 
ȇŬŰŬůȇŮȏǼůŮŰŮ ŰȌ ŰȉǾȉŬ x , ɸȌȏ 

ȌȍǿȃŮŰŬȆ Ŭɸȕ ŰȄȊ ȆůȕŰȄŰŬ x = Ŭȁ. 

ǵȌ ŰȉǾȉŬ x ŮǿȊŬȆ Ȅ ȉǽůȄ ŬȊǼȈȌȂȌȎ 
ŰȒȊ Ŭ, ȁ. 
ǭȖůȄ 
ȼ ŭɞůɛɏɜɖ ɘůɧŰɖ-
ŰŬ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɘůɞ-

ŭɨɜŬɛŬ 2x Ŭɓ=  ɖ 

ɞˊɞɑŬ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ  

 
ɆɢɐɛŬ 8 

Űɞ x ŮɑɜŬɘ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ 
Űɟɘɔɩɜɞɡ, ˊɞɡ ɢɤɟɑɕŮɘ Űɖɜ ɡˊɞŰŮɑ-
ɜɞɡůŬ ůŮ ŭɨɞ ŰɛɐɛŬŰŬ ɑůŬ ɛŮ Ŭ əŬɘ 
ɓ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ.  
ɄŬɑɟɜɞɡɛŮ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ůŮ ɛɑŬ ŮɡɗŮɑŬ 
ŭɘŬŭɞɢɘəɎ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ AB=Ŭ əŬɘ 
ȸũ=ɓ (ůɢ.8). ũɟɎűɞɡɛŮ ɖɛɘəɨəɚɘɞ 
ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȷũ əŬɘ ůŰɞ ȸ ɡɣɩɜɞɡɛŮ 
əɎɗŮŰo ůŰɖɜ ȷũ, ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɞ ɖɛɘ-
əɨəɚɘɞ ůŰɞ ȹ. ɆɢɖɛŬŰɑɕɞɡɛŮ Űɞ Űɟɑ-
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ɔɤɜɞ ȹȷũ Űɞ ɞˊɞɑɞ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩ-

ɜɘɞ (Ĕȹ =1ƈ). Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɏɢɞɡɛŮ 
2ȹȸ ȷȸ ȸũ Ŭɓ= Ö = əŬɘ əŬŰɎ ůɡɜɏ-

ˊŮɘŬ Űɞ ŰɛɐɛŬ ȹȸ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮ-
ɜɞ. ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ Űɞ ŰɛɐɛŬ x əŬ-
ŰŬůəŮɡɎɕŮŰŬɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ Űɛɐ-
ɛŬŰŬ Ŭ, ɓ. 

ǲǳǱǦǭǪǮǥ 3 
ǥȊ Ŭ ŮǿȊŬȆ ȂȊȒůŰȕ ŰȉǾȉŬ, ȊŬ ȇŬ-

ŰŬůȇŮȏŬůȅŮǿ ŰȉǾȉŬ ǿůȌ ȉŮ 2 Ŭ, 

3 Ŭ, 5 Ŭ, , ȊŬ  ȉŮ Ȋ űȏůȆȇȕ 

ȉŮȂŬȈȖŰŮȍȌ Ǿ ǿůȌ ŰȌȏ ŭȖȌ. 
ǭȖůȄ 

ȷɜ x 2Ŭ= , ŰɧŰŮ 2 2 2 2x 2Ŭ Ŭ Ŭ= = +,  

ɖ ɞˊɞɑŬ ůɖ-
ɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ x 
ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ əŬ-
ŰŬůəŮɡŬůɗŮɑ 
(ůɢ.9) ɤɠ ɡ-
ˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ 

 
ɆɢɐɛŬ 9 
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ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ əŬɘ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ Űɟɘɔɩ-
ɜɞɡ ɛŮ əɎɗŮŰŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ ɑůŮɠ ɛŮ Ŭ. 
ȰŰůɘ Űɞ Ƀȸ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ Űɛɐ-

ɛŬ. ȷɜ y 3Ŭ= , ŰɧŰŮ 2y 3Ŭ= = 
2 2 2 2Ŭ 2Ŭ Ŭ x+ = + ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ 

Űɞ y ŮɑɜŬɘ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞɡ 
Űɟɘɔɩɜɞɡ ɛŮ əɎɗŮŰŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ Ŭ əŬɘ 
x . ȷɜ ɚɞɘˊɧɜ űɏɟɞɡɛŮ əɎɗŮŰo ůŰɖɜ 
Ƀȸ ůŰɞ ȸ əŬɘ ˊɎɜɤ ůŮ ŬɡŰɐ ˊɎ-
ɟɞɡɛŮ ůɖɛŮɑɞ ũ, ɩůŰŮ ȸũ=Ŭ, ŰɧŰŮ 

Ƀũ 3Ŭ= , ŭɖɚŬŭɐ y Ƀũ= . ɆɡɜŮɢɑ-

ɕɞɜŰŬɠ ɛŮ ŬɡŰɧɜ Űɞɜ Űɟɧˊɞ əŬŰŬ-
ůəŮɡɎɕɞɡɛŮ ŭɘŬŭɞɢɘəɎ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ 

2Ŭ, 3Ŭ, 5Ŭ,  , ɜŬ. 
 

ǫǴǵǱǳǫǬǱ ǴǪǮǨǫǹǮǥ 
Ǫ ŬȊŬȇǼȈȏȑȄ ŰȄȎ ŬůȏȉȉŮŰȍǿŬȎ 
ȷɟɢɘəɎ ɞɘ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞɘ ˊɑůŰŮɡŬɜ ɧŰɘ 
ɞ ɚɧɔɞɠ ɞɘɤɜŭɐˊɞŰŮ (űɡůɘəɩɜ ɐ 
ɔŮɤɛŮŰɟɘəɩɜ) ɛŮɔŮɗɩɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 
ŮəűɟŬůŰŮɑ ɤɠ ɚɧɔɞɠ űɡůɘəɩɜ  
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ǫǴǵǱǳǫǬǱ ǴǪǮǨǫǹǮǥ 
Ŭɟɘɗɛɩɜ. ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ, ɗŮɤɟɞɨůŬɜ 
ɧŰɘ ɧɚŬ ŰŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ůɨɛɛŮŰɟŬ, 
ŭɖɚŬŭɐ ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɨɞ Űɛɐ-
ɛŬŰŬ ȷȸ əŬɘ ũȹ ɡˊɎɟɢŮɘ ŰɛɐɛŬ ȺȻ 
ˊɞɡ ˊŮɟɘɏɢŮŰŬɘ ŬəɏɟŬɘɞ Ŭɟɘɗɛɧ űɞ-
ɟɩɜ Űɧůɞ ůŰɞ ȷȸ, ɧůɞ əŬɘ Űɞ ũȹ. 
ȳɛɤɠ ůɨɜŰɞɛŬ ɏəŬɜŬɜ ɛɘŬ ŬɜŬəɎ-
ɚɡɣɖ ˊɞɡ ɏɛŮɚɚŮ ɜŬ əɚɞɜɑůŮɘ Űɖɜ 
ˊŮˊɞɑɗɖůɐ Űɞɡɠ ŬɡŰɐ. ȸɟɐəŬɜ ɧŰɘ 
ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɛŮɔɏɗɖ ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 
ůɨɛɛŮŰɟŬ. ȹŮɜ ɔɜɤɟɑɕɞɡɛŮ ɛŮ ɓŮ-
ɓŬɘɧŰɖŰŬ ˊɞɘɞ Ŭəɟɘɓɩɠ ˊɟɧɓɚɖɛŬ 
ɞŭɐɔɖůŮ Űɞɡɠ ŬɟɢŬɑɞɡɠ ȰɚɚɖɜŮɠ 
ůŰɖɜ ŬɜŬəɎɚɡɣɖ ŬɡŰɐ. Ƀɘ ɘůŰɞɟɘəɞɑ 
ɏɢɞɡɜ ˊɟɞŰŮɑɜŮɘ əŬŰɎ əŬɘɟɞɨɠ ˊɞɚ-
ɚɏɠ Ůəŭɞɢɏɠ. ȼ ŬɜŬəɎɚɡɣɖ ŬɡŰɐ 
ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮɑɢŮ ɔɑɜŮɘ ˊ.ɢ. ůŰɖ ɔŮɤɛŮ-
ŰɟɑŬ, ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŮɨɟŮůɖɠ 
Űɞɡ əɞɘɜɞɨ ɛɏŰɟɞɡ Űɖɠ ŭɘŬɔɤɜɑɞɡ 
ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊɚŮɡɟɎ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ, 
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 ǫǴǵǱǳǫǬǱ ǴǪǮǨǫǹǮǥ 
ɐ əŬŰɎ Űɖ ɛŮɚɏŰɖ Űɞɡ əŬɜɞɜɘəɞɨ 
ŭɤŭŮəŬɏŭɟɞɡ, ɐ ůŰɖ ɗŮɤɟɑŬ Űɖɠ  
ɛɞɡůɘəɐɠ, ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɖɠ ŭɘŬɑ-
ɟŮůɖɠ Űɖɠ ɞəŰɎɓŬɠ, ˊɞɡ ŬɜɎɔŮŰŬɘ 
ůŰɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ ɛɏ-
ůɞɡ Űɤɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ 1 əŬɘ 2, ɐ ůŰɖɜ 
ŬɟɘɗɛɖŰɘəɐ, ůŰɞ ˊɟɧɓɚɖɛŬ Űɞɡ ɞɟɘ-
ůɛɞɨ Űɞɡ ɚɧɔɞɡ, ˊɞɡ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɧ 
Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 2.  
ȼ ˊɟɩŰɖ ɛŬɟŰɡɟɑŬ ɔɘŬ Űɖɜ ŬˊɧŭŮɘ-
ɝɖ Űɖɠ ŬůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ (ŬɚɚɎ ɧɢɘ əŬŰ. 
ŬɜɎɔəɖ əŬɘ ɘůŰɞɟɘəɎ ˊɟɩŰɖ Ŭˊɧ-
ŭŮɘɝɖ) ŬˊŬɜŰɎŰŬɘ ůŰŬ çȷɜŬɚɡŰɘəɎ 
ȴůŰŮɟŬè Űɞɡ ȷɟɘůŰɞŰɏɚɖ, ɞ ɞˊɞɑɞɠ 
ŬɜŬűɏɟŮɘ ɧŰɘ ɖ ŬˊɧŭŮɘɝɖ Űɖɠ Ŭůɡɛ-
ɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ŭɘŬɔɤɜɑɞɡ ɛŮ Űɖɜ ˊɚŮɡ-
ɟɎ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ ɛŮ Űɖɜ 
Ůɘɠ ɎŰɞˊɞ ŬˊŬɔɤɔɐ, ɔɘŬŰɑ çŬɜ ɡˊɞ-
ŰŮɗŮɑ ɧŰɘ ɖ ŭɘɎɛŮŰɟɞɠ ŮɑɜŬɘ ůɨɛɛŮŰɟɖ 
ɛŮ Űɖɜ ˊɚŮɡɟɎ, ŰɧŰŮ ɞ ɎɟŰɘɞɠ ɗŬ  
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ǫǴǵǱǳǫǬǱ ǴǪǮǨǫǹǮǥ 
ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ˊŮɟɘŰŰɧè.  
ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ŬɡŰɐ Űɞɡ ȷɟɘůŰɞŰɏɚɖ 
ŮɟɛɖɜŮɨŮŰŬɘ ɤɠ Ůɝɐɠ:  

 
ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ˊɚŮɡɟɎ ȷȸ Ůɑ-
ɜŬɘ ůɨɛɛŮŰɟɖ ˊɟɞɠ Űɖ ŭɘŬɔɩɜɘɞ ȷũ, 
ŰɧŰŮ ɞ ɚɧɔɞɠ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ɚɧɔɞɠ ŬəŮ-

ɟŬɑɤɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ, 
ȷȸ Ŭ

ȷũ ɓ
= , 

ɧˊɞɡ ɞɘ Ŭ, ɓ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭɨɞ Ɏɟ-
Űɘɞɘ. ɇɧŰŮ, Ŭˊɧ Űɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩ-

ɟɖɛŬ ɏɢɞɡɛŮ 2 2ȷũ 2ȷȸ= . Ⱥˊɞɛɏ-
ɜɤɠ, 

 
2 2

2 2

ȷȸ Ŭ 1

2ȷũ ɓ
= =  ɐ 2 2ɓ 2Ŭ= . ȷɡŰɧ ůɖ-

ɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ 2ɓ  ŮɑɜŬɘ ɎɟŰɘɞɠ əŬɘ Ůˊɞ-

ɛɏɜɤɠ əŬɘ ɞ ɓ ŮɑɜŬɘ ɎɟŰɘɞɠ (ŭɖɚŬŭɐ 
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ǫǴǵǱǳǫǬǱ ǴǪǮǨǫǹǮǥ 
Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ɓ=2ɚ).  
ɇɧŰŮ ɞ Ŭ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŮɟɘŰŰɧɠ 
(Ŭűɞɨ ɞɘ Ŭ, ɓ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬɘ ɞɘ ŭɨɞ 

ɎɟŰɘɞɘ). ȳɛɤɠ ŰɧŰŮ ( )
2 22ɚ 2Ŭ= , ɐ 

2 24ɚ 2Ŭ=  ɐ  
2 22ɚ Ŭ=  əɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɞ 2Ŭ ŮɑɜŬɘ Ɏɟ-

Űɘɞɠ, ɞˊɧŰŮ əŬɘ ɞ Ŭ ŮɑɜŬɘ ɎɟŰɘɞɠ, ˊɞɡ 
ŮɑɜŬɘ ɎŰɞˊɞ.  
ɄɟɏˊŮɘ ɜŬ ůɖɛŮɘɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ŭɧ́-
ŭŮɘɝɖ ŬɡŰɐ ɏɢŮɘ əŬɗŬɟɎ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɧ 
ɢŬɟŬəŰɐɟŬ əŬɘ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɖ ɗŮɤ-
ɟɑŬ Űɞɡ ɎɟŰɘɞɡ əŬɘ Űɞɡ ˊŮɟɘŰŰɞɨ 
(ŭɖɚŬŭɐ Űɖ ɗŮɤɟɑŬ ŭɘŬɘɟŮŰɧŰɖŰŬɠ 
ŭɘŬ 2) ˊɞɡ ŮɑɢŬɜ ŬɜŬˊŰɨɝŮɘ ɞɘ ɄɡɗŬ-
ɔɧɟŮɘɞɘ.  
ũɟɐɔɞɟŬ ɓɟɏɗɖəŬɜ əŬɘ ɎɚɚŬ Ŭůɨɛ-
ɛŮŰɟŬ ŰɛɐɛŬŰŬ. ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ, ɞ ŪŮɧ-
ŭɤɟɞɠ ɞ ȾɡɟɖɜŬɑɞɠ (Űɏɚɖ Űɞɡ 5ɞɡ 
Ŭɘ. ˊ.ɉ.) ŬɜŬəɎɚɡɣŮ ɧŰɘ ɞɘ ˊɚŮɡɟɏɠ 
Űɤɜ ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ ɛŮ ŮɛɓŬŭɧɜ 3, 5, 6, 
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 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ŮɑɜŬɘ Ŭ-
ůɨɛɛŮŰɟŮɠ ɛŮ Űɖ ŭɘŬɔɩɜɘɞ Űɞɡ  
ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ ɛŮ ˊɚŮɡɟɏɠ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ. 
Ⱥˊɑůɖɠ, ɞ ŪŮŬɑŰɖŰɞɠ ŬˊɏŭŮɘɝŮ ɧŰɘ Ŭɜ 
Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Ůɜɧɠ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ Ůə-
űɟɎɕŮŰŬɘ ɛŮ ɏɜŬɜ Ŭɟɘɗɛɧ Ɂ ˊɞɡ ŭŮɜ  
ŮɑɜŬɘ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞɠ, ŰɧŰŮ ɖ ˊɚŮɡɟɎ 
Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬůɨɛɛŮŰɟɖ ɛŮ Űɖ ɛɞɜɎŭŬ.  

ɀŮ ůɨɔɢɟɞɜɖ ɞɟɞɚɞɔɑŬ, Ŭɜ 2Ɂ Ŭ¸ , 

ŰɧŰŮ ɞ Ɂ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɟɖŰɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ. 
Ƀ ŪŮŬɑŰɖŰɞɠ ˊɟɞɢɩɟɖůŮ ˊŬɟŬˊɏ-
ɟŬ Űɘɠ ɏɟŮɡɜɏɠ Űɞɡ əŬɘ ŬˊɏŭŮɘɝŮ ɧŰɘ 

əŬɘ ɧɚɞɘ ɞɘ Ŭɟɘɗɛɞɑ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 3Ɂ, 
ɧˊɞɡ Ɂ űɡůɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ 
ŰɏɚŮɘɞɘ əɨɓɞɘ. Ⱥˊɑůɖɠ ŮɝɏŰŬůŮ Ɏɟɟɖ-

Űɞɡɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ɀ Ɂ+ , ɀ Ɂ+ , 

ɀ Ɂ+ . 
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9.4 ũŮȊǿȇŮȏůȄ ŰȌȏ ǲȏȅŬȂȕȍŮȆȌȏ 
ȅŮȒȍǾȉŬŰȌȎ 
ɇɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŮəűɟɎɕŮɘ 
Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ɛɑŬɠ ˊɚŮɡɟɎɠ Űɟɘɔɩ-
ɜɞɡ ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ŬˊɏɜŬɜŰɘ Ŭˊɧ 
ɞɟɗɐ ɔɤɜɑŬ, ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ ŭɨɞ ɎɚɚŮɠ 
ˊɚŮɡɟɏɠ. ɄɟɞəɨˊŰŮɘ, ɚɞɘˊɧɜ, Űɞ 
ŮɟɩŰɖɛŬ: Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ɛɑŬɠ ˊɚŮɡ-
ɟɎɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ˊɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ Ŭˊɏ-
ɜŬɜŰɘ ůŮ ɞɝŮɑŬ ɐ ŬɛɓɚŮɑŬ ɔɤɜɑŬ 
ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ŮəűɟŬůɗŮɑ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖ-
ůɖ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ; ȷˊɎɜŰɖůɖ 
ůŰɞ ŮɟɩŰɖɛŬ ŬɡŰɧ ŭɑɜɞɡɜ ŰŬ Ŭəɧ-
ɚɞɡɗŬ ŭɨɞ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ.  

ŪŮȗȍȄȉŬ I   

ǵȌ ŰŮŰȍǼȂȒȊȌ ɸȈŮȏȍǼȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ, 
ɸȌȏ ȁȍǿůȇŮŰŬȆ ŬɸǽȊŬȊŰȆ Ŭɸȕ ȌȋŮǿŬ 
ȂȒȊǿŬ, ŮǿȊŬȆ ǿůȌ ȉŮ ŰȌ ǼȅȍȌȆůȉŬ 
ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ ŭȖȌ ǼȈȈȒȊ 
ɸȈŮȏȍȗȊ ŰȌȏ, ŮȈŬŰŰȒȉǽȊȌ ȇŬŰǼ ŰȌ 
ŭȆɸȈǼůȆȌ ȂȆȊȕȉŮȊȌ ŰȄȎ ȉǿŬȎ Ŭɸȕ 
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ŬȏŰǽȎ Ůɸǿ ŰȄȊ ɸȍȌȁȌȈǾ ŰȄȎ ǼȈȈȄȎ 
ɸǼȊȒ ůŮ ŬȏŰǾ. 
ŪŮɩɟɖɛŬ Ƚ 

ȷɜ ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ɏɜŬ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(ůɢ.10) ŮɑɜŬɘ ˊ.ɢ. Ĕȷ < 1ƈ əŬɘ ȷȹ ɖ 
ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ɔ ˊɎɜɤ ůŰɖ 
ɓ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ  

2 2 2Ŭ ɓ ɔ -2ɓ ȷȹ= + Ö 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 

 
ɆɢɐɛŬ 10 

ȷˊɧ ŰŬ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ ŰɟɑɔɤɜŬ ȹȸũ, 
ȹȸȷ ɏɢɞɡɛŮ, ɛŮ ŮűŬɟɛɞɔɏɠ Űɞɡ Ʉɡ-
ɗŬɔɧɟŮɘɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ: 

2 2 2Ŭ ȹȸ ȹũ= +  əŬɘ 2 2 2ȹȸ ɔ ȷȹ= - .  
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ȺˊŮɘŭɐ ŮɑɜŬɘ Ĕȷ < 1ƈ ŰŬ ȹ, ũ ɓɟɑůəɞ-
ɜŰŬɘ ˊɟɞɠ Űɞ ɑŭɘɞ ɛɏɟɞɠ Űɞɡ ȷ əŬɘ 
ŮɘŭɘəɧŰŮɟŬ: 

ž Ŭɜ Ĕũ < 1ƈ Űɞ ȹ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ȷ, 
ũ (ůɢ.10Ŭ), ɞˊɧŰŮ ȹũ = ɓ - ȷȹ. 

ž Ŭɜ Ĕũ > 1ƈ Űɞ ũ ŮɑɜŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ȷ, 
ȹ (ůɢ.10ɓ), ɞˊɧŰŮ ȹũ = ȷȹ - ɓ. 
ȷˊɧ Űɘɠ ŭɨɞ ŰŮɚŮɡŰŬɑŮɠ ɘůɧŰɖŰŮɠ 
ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 

( )
22 2 2ȹũ ɓ ȷȹ ɓ ȷȹ 2ɓ ȷȹ= - = + - Ö. 

ɀŮ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ ŬɡŰɐɠ Űɖɠ ůɢɏ-

ůɖɠ əŬɘ Űɖɠ 2 2 2ȹȸ ɔ ȷȹ= -  ůŰɖɜ 
2 2 2Ŭ ȹȸ ȹũ= +  ˊɟɞəɨ́ ŰŮɘ ɧŰɘ 
2 2 2 2 2Ŭ ɔ ȷȹ ɓ ȷȹ 2ɓ ȷȹ= - + + - Ö 

     2 2ɓ ɔ 2ɓ ȷȹ= + - Ö 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ɘůɧŰɖŰŬ. 

ž Ŭɜ Űɏɚɞɠ Ĕũ = 1ƈ, Űɞ ȹ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ 
Űɞ ũ əŬɘ Űɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ũȷȸ 

ŭɑɜŮɘ 2 2 2Ŭ ɔ ɓ= -  ˊɞɡ ɔɟɎűŮŰŬɘ 
2 2 2Ŭ ɓ ɔ 2ɓ ȷȹ= + - Ö, Ŭűɞɨ ȷȹ = ɓ. 
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ŪŮȗȍȄȉŬ Iǫ  

ǵȌ ŰŮŰȍǼȂȒȊȌ ɸȈŮȏȍǼȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ 
ɸȌȏ ȁȍǿůȇŮŰŬȆ ŬɸǽȊŬȊŰȆ Ŭɸȕ Ŭȉ-
ȁȈŮǿŬ ȂȒȊǿŬ ŮǿȊŬȆ ǿůȌ ȉŮ ŰȌ ǼȅȍȌȆ-
ůȉŬ ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ ŭȖȌ ǼȈ-
ȈȒȊ ɸȈŮȏȍȗȊ, ŬȏȋȄȉǽȊȌ ȇŬŰǼ ŰȌ 
ŭȆɸȈǼůȆȌ ȂȆȊȕȉŮȊȌ ŰȄȎ ȉǿŬȎ Ŭɸȕ 
ŬȏŰǽȎ Ůɸǿ ŰȄȊ ɸȍȌȁȌȈǾ ŰȄȎ ǼȈȈȄȎ 
ɸǼȊȒ ůŮ ŬȏŰǾ. 
ȷɜ ŭɖɚŬŭɐ ůŮ ɏɜŬ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(ůɢ.11) ŮɑɜŬɘ ˊ.ɢ. Ĕȷ > 1ƈ əŬɘ ȷȹ ɖ 
ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ɔ ˊɎɜɤ ůŰɖ 
ɓ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2Ŭ ɓ ɔ 2ɓ ȷȹ= + + Ö 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ȷˊɧ ŰŬ ɞɟɗɞ-
ɔɩɜɘŬ ŰɟɑɔɤɜŬ 
ȹȸũ əŬɘ ȹȸȷ, 
ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ Ŭ-
ɜŰɑůŰɞɘɢŬ: 

2 2 2Ŭ ȹȸ ȹũ= +  
 

ɆɢɐɛŬ11 
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əŬɘ 2 2 2ȹȸ ɔ ȷȹ= - . 

ȺˊŮɘŭɐ Ĕȷ > 1ƈ, Űɞ ȹ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖɜ 
ˊɟɞɏəŰŬůɖ Űɖɠ ũȷ ˊɟɞɠ Űɞ ȷ əŬɘ 
Ůˊɞɛɏɜɤɠ ȹũ ɓ ȷȹ= +  ɞˊɧŰŮ 

( )
22 2 2ȹũ ɓ ȷȹ ɓ ȷȹ 2ɓ ȷȹ= + = + + Ö 

ɀŮ ŬɜŰɘəŬŰɎůŰŬůɖ Űɤɜ ůɢɏůŮɤɜ 
2 2 2ȹȸ ɔ ȷȹ= -  əŬɘ 

( )
22 2 2ȹũ ɓ ȷȹ ɓ ȷȹ 2ɓ ȷȹ= + = + + Ö 

ůŰɖ ůɢɏůɖ 2 2 2Ŭ ȹȸ ȹũ= + , ˊɟɞəɨ-
ˊŰŮɘ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ɘůɧŰɖŰŬ 

.
2 2 2 2 2Ŭ ɔ ȷȹ ɓ ȷȹ 2ɓ ȷȹ= - + + + Ö 

     2 2ɓ ɔ 2ɓ ȷȹ= + + Ö 

ȷˊɧ Űɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖɛŬ əŬɘ ŰŬ 
ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜŬ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ Ƚ əŬɘ ȽȽ 
ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɎɛŮůŬ ɧŰɘ ůŮ əɎɗŮ Űɟɑ-
ɔɤɜɞ ȷȸũ ɏɢɞɡɛŮ : 

(i) AȊ Ĕǥ <1 ƈ, ŰȕŰŮ 2 2 2Ŭ <ȁ +Ȃ, 

(ii) AȊ Ĕǥ =1 ƈ, ŰȕŰŮ 2 2 2Ŭ =ȁ +Ȃ, 

(iii) AȊ Ĕǥ >1 ƈ, ŰȕŰŮ 2 2 2Ŭ >ȁ +Ȃ. 
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ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧɛɤɠ, ɛŮ ŬˊŬɔɤɔɐ 
ůŮ ɎŰɞˊɞ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ Űɞ ŬɜŰɑ-
ůŰɟɞűɞ Űɤɜ (i), (ii), (iii). ɄɟɎɔɛŬŰɘ, 

Ŭɜ ˊ.ɢ. ɘůɢɨŮɘ 2 2 2Ŭ ɓ ɔ< +  ŭŮɜ ɛˊɞ-

ɟŮɑ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ Ĕȷ =1ƈ ɐ Ĕȷ >1ƈ, ɔɘŬŰɑ 
ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɘɠ (ii) əŬɘ (iii) ɗŬ ŮɑɢŬɛŮ 

2 2 2Ŭ ɓ ɔ= + ɐ 2 2 2Ŭ ɓ ɔ> +  ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɎŰɞˊɞ, Ŭűɞɨ 2 2 2Ŭ ɓ ɔ< +  . 

ȯɟŬ Ĕȷ <1ƈ. 
ȳɛɞɘŬ ŬˊɞŭŮɘəɜɨɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ ɎɚɚŮɠ 
Ů́ɟɘˊŰɩůŮɘɠ. 

ǴǷǱǭǫǱ 
ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɗŮ-
ɤɟɐɛŬŰŬ Ƚ əŬɘ ȽȽ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɔŮɜɑ-
əŮɡůɖ Űɞɡ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞɡ ɗŮɤɟɐɛŬ-
Űɞɠ, Ŭűɞɨ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ Ůɑ-

ɜŬɘ Ĕȷ= 1ƈ, ŰŬ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ ŬɡŰɎ ŭɑ-
ɜɞɡɜ ɤɠ Ůɘŭɘəɐ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɞ Ʉɡ-
ɗŬɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖɛŬ. 

ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ Ŭəɧɚɞɡɗɞ ˊɧɟɘůɛŬ: 
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ǲǱǳIǴǮǥ 
ǴŮ ȇǼȅŮ ŰȍǿȂȒȊȌ ǥǦũ ȆůȐȖȌȏȊ ȌȆ 
ȆůȌŭȏȊŬȉǿŮȎ: 

(i) 2 2 2Ŭ >ȁ +Ȃ, ŬȊ ȇŬȆ ȉȕȊȌ ŬȊ  
Ĕǥ >1 ƈ, 

(ii) 2 2 2Ŭ =ȁ +Ȃ, ŬȊ ȇŬȆ ȉȕȊȌ ŬȊ  
Ĕǥ =1 ƈ, 

(iii) 2 2 2Ŭ <ȁ +Ȃ, ŬȊ ȇŬȆ ȉȕȊȌ ŬȊ  
Ĕǥ < 1ƈ. 
ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ˊɧɟɘůɛŬ ŬɡŰɧ əŬɘ 
ŮˊŮɘŭɐ ůŮ əɎɗŮ Űɟɑɔɤɜɞ ɖ ɛŮɔŬɚɨ-
ŰŮɟɖ ˊɚŮɡɟɎ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ŬˊɏɜŬɜŰɘ 
ůŰɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ɔɤɜɑŬ, ůɡɔəɟɑɜɞ-

ɜŰŬɠ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɖɠ ȉŮȂŬȈȖŰŮ-

ȍȄȎ ˊɚŮɡɟɎɠ Ůɜɧɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɛŮ Űɞ 
ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ Űɤɜ Ɏɚ-
ɚɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ Űɞɡ, ŭɘŬˊɘůŰɩɜɞɡɛŮ 
Ŭɜ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ŮɑɜŬɘ ɞɝɡɔɩɜɘɞ, ɞɟ-
ɗɞɔɩɜɘɞ ɐ Ŭɛɓɚɡɔɩɜɘɞ. 
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ǲǥǳǥǧǨǫũǮǥ 
ȷɜ ůŮ ɏɜŬ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ŮɑɜŬɘ Ŭ=8, 

ɓ=10 əŬɘ ɔ=7, ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ 2ɓ 100= , 
2 2Ŭ ɔ 64 49 113+ = + =   
2 2 2ɓ Ŭ ɔ< + , ɞˊɧŰŮ Ĕȸ <1ƈ əŬɘ ŮˊŮɘŭɐ 

ŭɖɚŬŭɐ ɖ Ĕȸ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ɔɤ-
ɜɑŬ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ, Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ɗŬ Ůɑ-
ɜŬɘ ɞɝɡɔɩɜɘɞ. 
ɇɏɚɞɠ Ŭˊɧ ŰŬ ɗŮɤɟɐɛŬŰŬ I əŬɘ II Ůə-
űɟɎɕɞɜŰŬɠ Űɖɜ ˊɟɞɓɞɚɐ ȷȹ ɤɠ 
ˊɟɞɠ Űɞ ůɡɜȷ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Űɞ ŮˊɧɛŮ-
ɜɞ ˊɧɟɘůɛŬ: 

ǯǱǮǱǴ ǵǹǯ ǴǶǯǪǮǫǵǱǯǹǯ 
ǴŮ ȇǼȅŮ ŰȍǿȂȒȊȌ ǥǦũ ȆůȐȖŮȆ Ȅ 

ůȐǽůȄ Ö2 2 2Ŭ =ȁ +Ȃ -2ȁȂ ůȏȊǥ. 
 

ǨūǥǳǮǱũǪ 1Ȅ 
ǥȊ ȉŮŰŬȋȖ ŰȒȊ ɸȈŮȏȍȗȊ Ŭ, ȁ, Ȃ 
ŮȊȕȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ ǥǦũ ȆůȐȖŮȆ  

2 2Ȃ= Ŭ +ȁ + 3Ŭȁ, ŰȕŰŮ : 
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 (i) ȊŬ ŬɸȌŭŮǿȋŮ-
ŰŮ ȕŰȆ ŰȌ ŰȍǿȂȒ-
ȊȌ ŮǿȊŬȆ ŬȉȁȈȏ-
ȂȗȊȆȌ, 
(ii) ȊŬ ȏɸȌȈȌȂǿ-

ůŮŰŮ ŰȄ ȂȒȊǿŬ Ĕũ. 

 
ɆɢɐɛŬ12 

ǭȖůȄ 
 (i) ȷˊɧ Űɖ ŭɞůɛɏɜɖ ɘůɧŰɖŰŬ ˊɟɞ-
əɨˊŰŮɘ ɧŰɘ ɖ ɔ ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ 
ˊɚŮɡɟɎ əŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɧŰɘ  

2 2 2ɔ Ŭ ɓ> + , ɞˊɧŰŮ ɖ ɔɤɜɑŬ Ĕũ ŮɑɜŬɘ 

ŬɛɓɚŮɑŬ. 

(ii) ȺˊŮɘŭɐ ɖ ɔɤɜɑŬ Ĕũ ŮɑɜŬɘ ŬɛɓɚŮɑŬ, 
ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŬɛɓɚŮɑŬɠ 
ɔɤɜɑŬɠ ɏɢɞɡɛŮ:  

2 2 2ɔ Ŭ ɓ 2Ŭ ũȹ= + + Ö (1). 

ȷˊɧ Űɖɜ ɡˊɧɗŮůɖ ɧɛɤɠ ɏɢɞɡɛŮ 
2 2 2ɔ Ŭ ɓ 3Ŭɓ= + +  (2). 

ȷˊɧ Űɘɠ (1) əŬɘ (2) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ  
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3
ũȹ ɓ

2
= . ȺűŬɟɛɧɕɞɜŰŬɠ Űɞ ɄɡɗŬ-

ɔɧɟŮɘɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȹũ 

ɏɢɞɡɛŮ 
2

2 2 2 ɓ
ȷȹ ɓ ũȹ

4
= - =, ɞˊɧŰŮ 

ɓ ȷũ
ȷȹ

2 2
= =  ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ  

ĔũŮɝ = 30Á əŬɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ Ĕũ = 150Á. 

ǨūǥǳǮǱũǪ 2Ȅ 

ǵȌ ȖȑȌȎ ȏŬ ŮȊȕȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ ǥǦũ ŭǿ-

ȊŮŰŬȆ Ŭɸȕ ŰȌȊ ŰȖɸȌ 

 ( )( )( )Ŭ

2
ȏ = Ű Ű-Ŭ Ű-ȁ Ű-Ȃ

Ŭ
, ȕɸȌȏ 

( )
1

Ű= Ŭ+ȁ+Ȃ
2

 Ȅ ȄȉȆɸŮȍǿȉŮŰȍȌȎ 

ŰȌȏ ŰȍȆȂȗȊȌȏ. ǥȊǼȈȌȂŮȎ ŮȇűȍǼ-
ůŮȆȎ ȆůȐȖȌȏȊ ȇŬȆ ȂȆŬ ŰŬ ǼȈȈŬ ȖȑȄ 

ɓȏ  ȇŬȆ ɔȏ . 

ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ȰůŰɤ ɏɜŬ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ əŬɘ ȷȹ Űɞ 
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ɨɣɞɠ Űɞɡ Ŭɡ. ȷˊɧ Űɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ 

Űɟɑɔɤɜɞ ȹȷȸ ɏɢɞɡɛŮ 2 2 2
Ŭɡ ɔ ȸȹ= -  

(1). 

 
ɆɢɐɛŬ 13 

ɄɟɏˊŮɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ 
Űɖɜ ˊɟɞɓɞɚɐ ȸȹ Űɖɠ ɔ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ 
Ŭ. 

. ȷɜ Ĕȸ¢ 1ƈ, Ŭˊɧ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

ɏɢɞɡɛŮ 2 2 2ɓ Ŭ ɔ 2Ŭ ȸȹ= + - Ö ɐ 

( )2 2 21
ȸȹ Ŭ ɔ ɓ

2Ŭ
= + -  (2) 

. ȷɜ Ĕȸ² 1ƈ, Ŭˊɧ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

ɏɢɞɡɛŮ 2 2 2ɓ Ŭ ɔ 2Ŭ ȸȹ= + + Ö ɐ 

( )2 2 21
ȸȹ Ŭ ɔ ɓ

2Ŭ
=- + - (3). 
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ȷˊɧ Űɘɠ (2) əŬɘ (3) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 

( )
2

2 2 2 2

2

1
ȸȹ Ŭ ɔ ɓ

4Ŭ
= + -  ɛŮ ŬɜŰɘəŬ-

ŰɎůŰŬůɖ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ůŰɖɜ (1) ˊŬɑɟ-
ɜɞɡɛŮ: 

 ( )
2

2 2 2 2 2
Ŭ 2

1
ɡ ɔ Ŭ ɔ ɓ

4Ŭ
= - + - = 

( )
2

2 2 2 2 2

2

1
4Ŭ ɔ Ŭ ɔ ɓ

4Ŭ

è ø
= - + - =

é ùê ú
 

( )( )2 2 2 2 2 2

2

1
2Ŭɔ Ŭ ɔ -ɓ 2Ŭɔ-Ŭ -ɔ ɓ

4Ŭ
= + + + = 

( ) ( )
2 22 2

2

1
Ŭ ɔ ɓ ɓ Ŭ ɔ

4Ŭ
è øè ø= + - - - =
ê úê ú

 

( )( )( )2

1
Ŭ ɓ ɔ Ŭ ɔ ɓ ɓ Ŭ ɔ

4Ŭ
= + + + - + - 

                          ( )ɓ ɔ ŬÖ + -   (4). 

ȺˊŮɘŭɐ Ŭ ɓ ɔ 2Ű+ + =, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

( )Ŭ ɔ ɓ 2Ű ɓ ɓ 2 Ű ɓ+ - = - - = -, 

( )Ŭ ɓ ɔ 2 Ű ɔ+ - = - əŬɘ 

( )ɓ ɔ Ŭ 2 Ű Ŭ+ - = -, ɞˊɧŰŮ ɖ (4) ɔɑɜŮ-
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ŰŬɘ: 

( )( )( )2
Ŭ 2

1
ɡ 2Ű2 Ű ɓ 2 Ű ɔ 2 Ű Ŭ

4Ŭ
= - - - = 

( )( )( )2

4
Ű Ű Ŭ Ű ɓ Ű ɔ

Ŭ
= - - - Ŭˊɧ Űɖɜ 

ɞˊɞɑŬ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ. 
 

AǴǬǪǴǨǫǴ ũǫǥ ǭǶǴǪ 
ǨȍȒŰǾůŮȆȎ ǬŬŰŬȊȕȄůȄȎ 
1. ɆŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ ɜŬ ůɡ-
ɛˊɚɖɟɩůŰŮ ŰŬ əŮɜɎ: 

i) 2ȸũ 2ȷȸ= + +   

ii) 2ȸũ 2ȷũ= + +  

 
2. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ 
Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ ɧŰŬɜ: 
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i) 2 2 2ɓ 3ɔ Ŭ= +  

ii) 2 2 2ɔ Ŭ ɓ= -  

iii) 2 2 2Ŭ ɓ 2ɔ- =  

3. ȷɜ ɓ ɖ ..................... ˊɚŮɡɟɎ Ŭɛ-
ɓɚɡɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ ŰɧŰŮ  

.... > 2Ŭ + .... (ɁŬ ůɡɛˊɚɖɟɩůŮŰŮ ŰŬ 
əŮɜɎ). 
4. ȷɜ ůŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ ŮɑɜŬɘ 

ȷȸ = ȷũ əŬɘ Ĕȷ = 120Á, ɜŬ ŭɘəŬɘɞɚɞ-

ɔɐůŮŰŮ ɔɘŬŰɑ 2 2Ŭ 3ɓ= . 

 
ǥůȇǾůŮȆȎ ǨȉɸǽŭȒůȄȎ 
1. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɟɑɔɤɜɞ 
ȷȸũ, ɛŮ Ŭ=6ɛ, ɓ=5ɛ, ɔ=4ɛ, ɧˊɞɡ ɛ 
ɗŮŰɘəɐ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ. ɁŬ ŮɝŮŰŬůɗŮɑ Űɞ 
Ůɑŭɞɠ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɘɠ 
ɔɤɜɑŮɠ Űɞɡ. 
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2. ɈˊɎɟɢŮɘ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ ɛɐəɖ ˊɚŮɡ-
ɟɩɜ Ŭ=6, ɓ=5, ɔ=4; 
ȷɜ ɜŬɘ, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗɞɨɜ ŰŬ ɨɣɖ 
Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

3. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɛŮ Ŭ 2= , 

ɓ 1 3= + , ɔ 2= . 

ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Ĕȷ. 
4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɝɡɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɛŮ 

ȷȸ = 4cm, ȷũ = 5cm əŬɘ ȷĔȸȹ = 30Á, 
ɧˊɞɡ ȸȹ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘ-
ůɗŮɑ ɖ ˊɚŮɡɟɎ Űɞɡ ȸũ. 

ǥɸȌŭŮȆȇŰȆȇǽȎ ǥůȇǾůŮȆȎ 
1. Ƀɘ ˊɚŮɡɟɏɠ Ůɜɧɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ 
ɏɢɞɡɜ ɛɐəɖ ȷȸ=9cm, ȸũ=7cm əŬɘ 
ȷũ=12cm. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗŮɑ Űɞ ɛɐəɞɠ 
Űɖɠ ˊɟɞɓɞɚɐɠ Űɖɠ ȸũ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ 
ȷȸ. 
2. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ůŮ əɎɗŮ ŰɟŬˊɏ-
ɕɘɞ ȷȸũȹ ɛŮ ɓɎůŮɘɠ ȷȸ, ũȹ ɘůɢɨŮɘ 

ɧŰɘ 2 2 2 2ȷũ ȸȹ ȷȹ ȸũ 2ȷȸ ũȹ+ = + + Ö. 
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3. ȷɜ ȸȸË, ũũËŮɑɜŬɘ ɨɣɖ Ůɜɧɠ ɞɝɡ-
ɔɩɜɘɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɑ-

ɝŮŰŮ ɧŰɘ 2Ŭ ɓ ũȸȭ ɔ ȸũȭ= Ö + Ö. 

4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(Ĕȷ = 1ƈ). ɄɟɞŮəŰŮɑɜɞɡɛŮ Űɖɜ ˊɚŮɡ-
ɟɎ ȷũ əŬŰɎ ũȹ = ȸũ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ 2ȸȹ 2ȸũ ȷȹ= Ö . 
5. ɆŮ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ (ȷȸ = 
ȷũ) űɏɟɞɡɛŮ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ Űɖɠ ȸũ, 
ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ ȷȸ əŬɘ ȷũ ůŰŬ ȹ əŬɘ 
Ⱥ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2 2ȸȺ Ⱥũ ȸũ ȹȺ= + Ö 
6. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

(Ĕȷ = 1ƈ) ɛŮ ˊɚŮɡɟɏɠ Ŭ, ɓ, ɔ. ɈˊɎɟ-
ɢŮɘ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ ˊɚŮɡɟɏɠ 5Ŭ, 4ɓ, 3ɔ; 

ǴȖȊȅŮŰŬ ŪǽȉŬŰŬ 
1. ȹɑɜŮŰŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 

ɛŮ ȷȸ = ȷũ əŬɘ Ĕȷ = 30Á. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑ-

ɝŮŰŮ ɧŰɘ Ŭ ɓ 2 3= - . 

2. ȹɑɜŮŰŬɘ əɨəɚɞɠ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȷȸ əŬɘ 
ɛɑŬ ɢɞɟŭɐ Űɞɡ ũȹ//ȷȸ. ȷɜ ɀ ŮɑɜŬɘ 
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ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷȸ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮ-

ŰŮ ɧŰɘ 2 2 2 2ɀũ ɀȹ ɀȷ ɀȸ+ = + . 
3. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɛŮ 

3 3 3Ŭ ɓ ɔ= + . ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ 

Űɟɑɔɤɜɞ ŮɑɜŬɘ ɞɝɡɔɩɜɘɞ. 

9.5 ŪŮȒȍǾȉŬŰŬ ŭȆŬȉǽůȒȊ 
Ƀɘ ŮˊɧɛŮɜŮɠ ɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ˊɞɡ 
ɗŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡɛŮ Ŭűɞɟɞɨɜ Űɞɜ ɡˊɞ-
ɚɞɔɘůɛɧ Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ Ůɜɧɠ Űɟɘɔɩ-
ɜɞɡ əŬɘ Űɤɜ ˊɟɞɓɞɚɩɜ Űɞɡɠ ůŰɘɠ 
ˊɚŮɡɟɏɠ, ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ ˊɚŮɡ-
ɟɩɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ŪŮȗȍȄȉŬ I   
(1 Ȍ ŪŮȗȍȄȉŬ ǧȆŬȉǽůȒȊ) 
ǵȌ ǼȅȍȌȆůȉŬ ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŭȖȌ 
ɸȈŮȏȍȗȊ ŮȊȕȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ ȆůȌȖŰŬȆ 
ȉŮ ŰȌ ŭȆɸȈǼůȆȌ ŰȌȏ ŰŮŰȍŬȂȗȊȌȏ 
ŰȄȎ ŭȆŬȉǽůȌȏ ɸȌȏ ɸŮȍȆǽȐŮŰŬȆ ȉŮ-
ŰŬȋȖ ŰȒȊ ɸȈŮȏȍȗȊ ŬȏŰȗȊ, ŬȏȋȄ-
ȉǽȊȌ ȇŬŰǼ ŰȌ ȉȆůȕ ŰȌȏ ŰŮŰȍŬȂȗ-
ȊȌȏ ŰȄȎ ŰȍǿŰȄȎ ɸȈŮȏȍǼȎ. 
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ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ȰůŰɤ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ, ɖ ŭɘɎɛŮůɞɠ əŬɘ 
Űɞ ɨɣɞɠ ȷȹ. ȷɜ ȷũ > ȷȸ, ŰɧŰŮ Űɞ ɑ-
ɢɜɞɠ ȹ Űɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɤɜ ȸ, 

ɀ (ůɢ.14) əŬɘ ȷĔMũ > 1ƈ, Ůɜɩ 

ȷĔMȸ<1ƈ. 

 
 

ɆɢɐɛŬ 14 

 
ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŬɛɓɚŮɑŬɠ 
ɔɤɜɑŬɠ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷɀũ əŬɘ Űɞ 
ɗŮɩɟɖɛŬ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ ůŰɞ Űɟɑɔɤ-
ɜɞ ȷɀȸ. ɇɧŰŮ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ: 

(i) 2 2 2ȷũ ȷɀ ɀũ 2ɀũ ɀȹ= + + Ö 

(ii) 2 2 2ȷȸ ȷɀ ɀȸ 2ɀȸ ɀȹ= + - Ö 
ɄɟɞůɗɏŰɞɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ ŬɡŰɏɠ Űɘɠ 
ůɢɏůŮɘɠ əŬɘ ɚŬɛɓɎɜɞɜŰŬɠ ɡˊɧɣɖ ɧŰɘ 
ɀȸ = ɀũ ɏɢɞɡɛŮ: 
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2 2 2 2ȷũ ȷȸ 2ȷɀ 2ɀȸ+ = + = 
2

2 ȸũ
2ȷɀ 2

2

å õ
= +æ ö

ç ÷

2
2 ȸũ

2ȷɀ
2

= +  ɐ  

2
2 2 2

Ŭ

Ŭ
ɓ ɔ 2ɛ

2
+ = +  

ȷɜɎɚɞɔŬ ɏɢɞɡɛŮ əŬɘ Űɞɡɠ Ŭəɧɚɞɡ-

ɗɞɡɠ Űɨˊɞɡɠ: 
2

2 2 2
ɔ

ɔ
Ŭ ɓ 2ɛ

2
+ = +  ,  

 
2

2 2 2
ɓ

ɓ
Ŭ ɔ 2ɛ

2
+ = + . 

ȷˊɧ Űɞɡɠ Űɨˊɞɡɠ ŬɡŰɞɨɠ ɛˊɞɟɞɨɛŮ 
ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ ŰŬ ŰŮŰɟɎɔɤɜŬ 
Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ 
ˊɚŮɡɟɩɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ: 

2 2 2
2
Ŭ

2ɓ 2ɔ Ŭ
ɛ

4

+ -
= , 

2 2 2
2
ɓ

2Ŭ 2ɔ ɓ
ɛ

4

+ -
= , 
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2 2 2
2
ɔ

2Ŭ 2ɓ ɔ
ɛ

4

+ -
=  

ũɘŬ Űɞɜ ɡˊɞɚɞɔɘůɛɧ Űɤɜ ˊɟɞɓɞɚɩɜ 
Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ ůŰɘɠ ˊɚŮɡɟɏɠ Űɞɡ 
Űɟɘɔɩɜɞɡ ɏɢɞɡɛŮ Űɞ Ŭəɧɚɞɡɗɞ ɗŮɩ-
ɟɖɛŬ. 

ŪŮȗȍȄȉŬ II   
(2 Ȍ ŪŮȗȍȄȉŬ ǧȆŬȉǽůȒȊ) 
Ǫ ŭȆŬűȌȍǼ ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŭȖȌ 
ɸȈŮȏȍȗȊ ŮȊȕȎ ŰȍȆȂȗȊȌȏ ȆůȌȖŰŬȆ 
ȉŮ ŰȌ ŭȆɸȈǼůȆȌ ȂȆȊȕȉŮȊȌ ŰȄȎ Űȍǿ-
ŰȄȎ ɸȈŮȏȍǼȎ Ůɸǿ ŰȄȊ ɸȍȌȁȌȈǾ ŰȄȎ 
ŬȊŰǿůŰȌȆȐȄȎ ŭȆŬȉǽůȌȏ ɸǼȊȒ ůŰȄȊ 
ɸȈŮȏȍǼ ŬȏŰǾ. 
ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ȰůŰɤ ɧŰɘ ȷũ > ȷȸ. ȷűŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬ-
ŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (ɓɚ. ȷˊɧŭŮɘɝɖ 
ɗŮɤɟɐɛŬŰɞɠ Ƚ): 

(i) 2 2 2ȷũ ȷɀ ɀũ 2ɀũ ɀȹ= + + Ö 

(ii) 2 2 2ȷȸ ȷɀ ɀȸ 2ɀȸ ɀȹ= + - Ö 
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ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 

2 2 ȸũ
ȷũ ȷȸ 4ɀȸ ɀȹ 4 ɀȹ

2
- = Ö = Ö 

ɐ 2 2ɓ ɔ 2Ŭ ɀȹ- = Ö . 

ǲǥǳǥǵǪǳǪǴǪ 
ȷɜ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ 
(Aũ = ȷȸ) ɐ ɘůɧˊɚŮɡɟɞ ŰɧŰŮ, Űɞ ɀ 
ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞ ȹ əŬɘ Űɞ 2ɞ ɗŮɩɟɖ-
ɛŬ ŭɘŬɛɏůɤɜ ɘůɢɨŮɘ ŰŬɡŰɞŰɘəɎ. 

9.6  ǦŬůȆȇȌǿ ȂŮȒȉŮŰȍȆȇȌǿ ŰȕɸȌȆ 

ɉɟɖůɘɛɞˊɞɘɩɜŰŬɠ Űɘɠ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮ-
ɜŮɠ ɛŮŰɟɘəɏɠ ůɢɏůŮɘɠ ɗŬ ɛŮɚŮŰɐůɞɡ-
ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰŬ ɔŮɤ-
ɛŮŰɟɘəɩɜ Űɧˊɤɜ. 
ŪŮɩɟɖɛŬ ȽȽ (2o ŪŮɩɟɖɛŬ ŭɘŬɛɏůɤɜ) 

ǲǳǱǦǭǪǮǥ 1 
ǞůŰȒ ǥ, Ǧ ŭȖȌ ůŰŬȅŮȍǼ ůȄȉŮǿŬ 
ȇŬȆ k ǽȊŬ ŭȌůȉǽȊȌ ŰȉǾȉŬ. ǯŬ 
ȁȍŮǿŰŮ ŰȌ ȂŮȒȉŮŰȍȆȇȕ ŰȕɸȌ ŰȒȊ 
ůȄȉŮǿȒȊ, ŰȒȊ ȌɸȌǿȒȊ ŰȌ ǼȅȍȌȆůȉŬ 
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ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ ŬɸȌůŰǼůŮȒȊ 

Ŭɸȕ ŰŬ ǥ, Ǧ ȆůȌȖŰŬȆ ȉŮ k
2
. 

ȿɨůɖ 
ȰůŰɤ ɀ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘ-
əɞɨ Űɧˊɞɡ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ˊɟɧ-

ɓɚɖɛŬ ɗŬ ŮɑɜŬɘ: 2 2 2ȷɀ ȸɀ k+ =  (1). 
 ȷɜ Ƀ ŮɑɜŬɘ Űɞ 
ɛɏůɞ Űɞɡ ȷȸ, 
ŰɧŰŮ Ŭˊɧ Űɞ 1ɞ 
ɗŮɩɟɖɛŬ Űɤɜ 
ŭɘŬɛɏůɤɜ ɗŬ 
ɏɢɞɡɛŮ  

ɆɢɐɛŬ 15 
2

2 2 2 AB
ȷɀ ȸɀ 2MO

2
+ = + Ú 

2
2 2 AB

k 2MO
2

= + Ú 

2 22k AB
MO

2

-
=  (2). 

ȷˊɧ Űɖɜ ɘůɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ ɓɚɏˊɞɡɛŮ ɧŰɘ 
Űɞ ŰɛɐɛŬ ɀɃ ɏɢŮɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɛɐəɞɠ. 
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ȰŰůɘ Űɞ ɀ ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊɧ Űɞ ůŰŬɗŮɟɧ 
ůɖɛŮɑɞ Ƀ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ 

2 22k AB

2

-
, ɎɟŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞɜ 

əɨəɚɞ 
2 22k AB

O,
2

å õ-
æ ö
æ ö
ç ÷

. 

ǥȊŰǿůŰȍȌűŬ. ŪŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 
əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

2 22k AB
O,

2

å õ-
æ ö
æ ö
ç ÷

 ŮɑɜŬɘ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ 

Űɞɡ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ Űɧ-
ˊɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2ȷɀ ȸɀ k+ = . ɄɟɎɔɛŬŰɘ, Ŭˊɧ Űɞ 
1ɞ ɗŮɩɟɖɛŬ ŭɘŬɛɏůɤɜ ɏɢɞɡɛŮ 

2
2 2 2 AB

ɀA ɀB 2MO
2

+ = + = 

2 2 2
22k AB AB

2 k
2 2

å õ-
æ ö= + =
æ ö
ç ÷

. 
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Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘ-
əɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ 
əɏɜŰɟɞ Ƀ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ 

əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɑůɖ ɛŮ 
2 22k AB

2

-
. 

ȹɘŮɟŮɨɜɖůɖ. ȷˊŬɟŬɑŰɖŰɖ ˊɟɞɦ́ ɧ-
ɗŮůɖ ɔɘŬ ɜŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ 

Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ 2 2 AB
2k AB 0 k

2
- ² Ú ²  

ȳŰŬɜ ɏɢɞɡɛŮ ɘůɧŰɖŰŬ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ 
Űɧˊɞɠ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ ɛɧɜɞ Ŭˊɧ Űɞ 
ůɖɛŮɑɞ Ƀ. 

ǲǳǱǦǭǪǮǥ 2 
ǞůŰȒ ǥ, Ǧ ŭȖȌ ůŰŬȅŮȍǼ ůȄȉŮǿŬ 
ȇŬȆ k ǽȊŬ ůŰŬȅŮȍȕ ŰȉǾȉŬ. ǯŬ 
ȁȍŮǿŰŮ ŰȌ ȂŮȒȉŮŰȍȆȇȕ ŰȕɸȌ ŰȒȊ 
ůȄȉŮǿȒȊ, ȂȆŬ ŰŬ ȌɸȌǿŬ Ȅ ŭȆŬűȌȍǼ 
ŰȒȊ ŰŮŰȍŬȂȗȊȒȊ ŰȒȊ ŬɸȌůŰǼůŮȗȊ 

ŰȌȏȎ Ŭɸȕ ŰŬ ǥ, Ǧ ȆůȌȖŰŬȆ ȉŮ k
2
. 

ǭȖůȄ 
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ȰůŰɤ ɀ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘ-
əɞɨ Űɧˊɞɡ. ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞ ˊɟɧ-
ɓɚɖɛŬ (ɔɘŬ ȷɀ > ȸɀ) ŮɑɜŬɘ  

2 2 2ȷɀ ȸɀ k- =  (1). 
ȰůŰɤ Ƀ Űɞ ɛɏ-
ůɞ Űɞɡ ȷȸ əŬɘ 
Ů ɖ ŮɡɗŮɑŬ  

ɀȼ ̂ ȷȸ ɧ́ ɞɡ 
ȼ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ 
Űɞɡ ɀ ˊɎɜɤ 
ůŰɖɜ ȷȸ. 

 
ɆɢɐɛŬ 16 

ȷ́ ɧ Űɞ 2ɞ ɗŮɩɟɖɛŬ Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ 
ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ 

2 2ȷɀ ȸɀ 2AB OH- = Ö Ú  
2

2 k
k 2AB OH OH

2AB
= Ö Ú =   (2). 

ȼ ɘůɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ ŭŮɑɢɜŮɘ ɧŰɘ Űɞ ŰɛɐɛŬ 
Ƀȼ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ. ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ 
ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ɀ ˊɎɜɤ ůŰɞ ȷȸ Ůɑ-
ɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ, ɎɟŬ Űɞ ɀ ɓɟɑůəŮŰŬɘ 

ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů  ̂ ȸ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȼ, 
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ɧˊɞɡ 
2k

OH
2AB
=  əŬɘ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛŮŰŬ-

ɝɨ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Ƀ, ȸ. 
ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ. ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ȼ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɤɜ Ƀ, ȸ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ 
2k

OH
2AB
= . 

ȷˊɧ Űɞ ȼ űɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ əɎɗŮŰɖ Ůɡ-
ɗŮɑŬ Ů ůŰɖɜ ȷȸ əŬɘ ɏůŰɤ ɀ ŰɡɢŬɑɞ 
ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů. ŪŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ 
ɀ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɡ ɔŮ-
ɤɛŮŰɟɘəɞɨ Űɧ́ ɞɡ. ɄɟɎɔɛŬŰɘ Ŭˊɧ Űɞ 
2
ɞ
 ŪŮɩɟɖɛŬ ŭɘŬɛɏůɤɜ ɏɢɞɡɛŮ 

2 2ȷɀ ȸɀ 2AB OH- = Ö = 

 
2

2k
2AB k

2AB
= Ö = 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘ-
əɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ Ů. 
ȹɘŮɟŮɨɜɖůɖ. ȷɜ k = 0 ŮɑɜŬɘ 

2 2ɀA ɀB 0- = ɐ ɀȷ = ɀȸ, ɞˊɧŰŮ Űɞ 
ɀ ɘůŬˊɏɢŮɘ Ŭˊɧ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ,ȸ. ɇɧŰŮ 
ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ 

55 / 197 - 198 



 

ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞɠ Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ 
ȷȸ. 
 

AǴǬǪǴǨǫǴ ũǫǥ ǭǶǴǪ 
ǨȍȒŰǾůŮȆȎ ǬŬŰŬȊȕȄůȄȎ 
1. ɆŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ ɖ ȷɀ ŮɑɜŬɘ 
ŭɘɎɛŮůɞɠ əŬɘ ȷȹ ɨɣɞɠ. ɄɞɘŬ ůɢɏůɖ 
ŮɑɜŬɘ ůɤůŰɐ; 

 

i) ȷȸ
2
 + ȷũ

2
 = 2ȷɀ

2
 + 2ȸɀ

2
 

ii) ȷȸ
2
 + ȷũ

2
 = 2ȷɀ

2
 + 2ȷȹ

2
 

iii) ȷȸ
2
 + ȷũ

2
 =2ȸũ ɀȹÖ    

iv) ȷȸ
2
 - ȷũ

2
 = 2ȷɀ

2
 + 2ȸɀ

2
 

ȷɘŰɘɞɚɞɔɐůŰŮ Űɖɜ ŬˊɎɜŰɖůɐ ůŬɠ. 
2. ɆŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ ɜŬ ůɡ-
ɛˊɚɖɟɩůŮŰŮ ŰŬ əŮɜɎ  
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i) ɀȷ
2
 + ɀȸ

2
 = ....... + ....... 

ii) ɀũ
2
 + ɀȹ

2
 = ....... + ........ 

ɁŬ ŮɝɖɔɐůŮŰŮ ɔɘŬŰɑ  

ɀȷ
2
 + ɀȸ

2
 = ɀũ

2
 + ɀȹ

2
. 

3. ȷɜ ůŮ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ŮɑɜŬɘ  

ɓ
2
 + ɔ

2
 = 5Ŭ

2
 ŰɧŰŮ: 

Ŭ. Ŭ
Ŭ

ɛ
2
= ,   ɓ. Ŭ

3Ŭ
ɛ

4
= ,   ɔ. Ŭ

3Ŭ
ɛ

2
= , 

ŭ. Ŭ
2Ŭ

ɛ
3

=  

ȾɡəɚɩůŰŮ Űɞ ɔɟɎɛɛŬ ˊɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘ-
ɢŮɑ ůŰɖ ůɤůŰɐ ŬˊɎɜŰɖůɖ əŬɘ ŬɘŰɘɞ-
ɚɞɔɐůŮŰŮ Űɖɜ ŬˊɎɜŰɖůɐ ůŬɠ. 

ǥůȇǾůŮȆȎ ǨȉɸǽŭȒůȄȎ 
1. ɆŮ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɏɢɞɡɛŮ ɓ=7, ɔ=6 

əŬɘ ɛŬ=7/2. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗɞɨɜ: i) ɖ 
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ˊɚŮɡɟɎ Ŭ, ii) ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ ŭɘŬɛɏ-

ůɞɡ ɛŬ ůŰɖ ȸũ. 

2. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ůŮ əɎɗŮ Űɟɑɔɤ-

ɜɞ ɘůɢɨŮɘ 
2

2
Ŭ

Ŭ
ɛ ɓɔ

4
+ > . 

3. ȹɑɜŮŰŬɘ əɨəɚɞɠ (O,R), ɛɘŬ ŭɘɎɛŮ-
Űɟɧɠ Űɞɡ ȷȸ əŬɘ ɏůŰɤ ũ, ȹ ŰŬ ɛɏůŬ 
Űɤɜ Ƀȷ əŬɘ Ƀȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ȷɜ ɀũ
2
 + ɀȹ

2
 = 5, ɧˊɞɡ ɀ ŰɡɢŬɑɞ 

ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ əɨəɚɞɡ, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗŮɑ 
ɖ ŬəŰɑɜŬ R. 
4. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ŮɔɔŮɔɟŬɛ-
ɛɏɜɞ ůŮ əɨəɚɞ (Ƀ,R) əŬɘ ɏůŰɤ Ū Űɞ 
ɓŬɟɨəŮɜŰɟɧ Űɞɡ. 
ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

i) ( )2 2 2 2 2 2
Ŭ ɓ ɔ

3
ɛ ɛ ɛ Ŭ ɓ ɔ

4
+ + = + +, 

ii) ( )2 2 2 2 2 21
Ūȷ Ūȸ Ūũ Ŭ ɓ ɔ

3
+ + = + +. 

ǥɸȌŭŮȆȇŰȆȇǽȎ ǥůȇǾůŮȆȎ 

1. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɛŮ Ĕȷ = 60Á, 
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ɓ = 5, ɔ = 3. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗŮɑ ɖ ŭɘɎ-

ɛŮůɧɠ Űɞɡ ɛŬ. 

2. ȹɑɜŮŰŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ 
(ȷȸ = ȷũ) əŬɘ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ȹ Űɖɠ 
ȷȸ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2
2 2 ȸũ ȷȹ

ȹũ ȹȸ
ȷȸ

Ö
- = . 

3. i) ȷɜ ȷȸũȹ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ əŬɘ ɀ Űɡ-
ɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ  

ɀȷ
2 

+ ɀũ
2
 = ɀȸ 

2
+ ɀȹ

2
. 

ii) ȷɜ ȷȸũȹ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ 
ɀ ůŰɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ, ɩůŰŮ ɀȷ = 1, 

ɀȸ = 2  əŬɘ ɀũ = 3, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ 
ˊɚŮɡɟɎ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ. 
4. ȷɜ ɀ, Ɂ ŮɑɜŬɘ ɛɏůŬ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑ-
ɤɜ ȷũ, ȸȹ Ůɜɧɠ ŰŮŰɟŬˊɚŮɨɟɞɡ 
ȷȸũȹ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ  

ȷȸ
2
+ȸũ

2
+ũȹ

2
+ȹȷ

2 
=ȷũ

2
+ȸȹ

2
+4ɀɁ

2
 

(ŪŮɩɟɖɛŬ Euler). 
5. ɆŰɖɜ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ ȸũ ɞɟɗɞɔɩɜɘ-
ɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ȷȸũ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖ-
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ɛŮɑŬ ȹ əŬɘ Ⱥ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ  
ȸȹ = ȹȺ = Ⱥũ. 

ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 2 2 25
ȷȹ ȷȺ ȸũ

9
+ =  

6. ȷɜ ůŮ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɘůɢɨŮɘ 
2 2

Ŭɓ ɔ 2Ŭɛ+ =  ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůɗŮɑ ɖ 

ɔɤɜɑŬ Ĕȷ. 

ǴȖȊȅŮŰŬ ŪǽȉŬŰŬ 
1. ȹɨɞ ŬŭɏɚűɘŬ əɚɖɟɞɜɧɛɖůŬɜ Ŭ-
ɔɟɞŰŮɛɎɢɘɞ ůɢɐɛŬŰɞɠ ŰɟŬˊŮɕɑɞɡ əŬɘ 
ŬˊɞűɎůɘůŬɜ ɜŬ Űɞ ɛɞɘɟɎůɞɡɜ Ŭ-
ɜɞɑɔɞɜŰŬɠ ŭɟɧɛɞ ˊɞɡ ɗŬ ŮɜɩɜŮɘ ŰŬ 
ɛɏůŬ Űɤɜ ˊŬɟɎɚɚɖɚɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ 
Űɞɡ. ȷɜ ɞɘ ɓɎůŮɘɠ ŮɑɜŬɘ 8km əŬɘ 6km, 
Ůɜɩ ɞɘ ɛɖ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ˊɚŮɡɟɏɠ 
5km əŬɘ 7km, ˊɧůɞ ɗŬ ůŰɞɘɢɑůŮɘ ɖ 
ŭɘɎɜɞɘɝɖ Űɞɡ ŭɟɧɛɞɡ, Ŭɜ 1 ɢɘɚɘɧɛŮ-
Űɟɞ ŭɟɧɛɞɡ əɞůŰɑɕŮɘ 50.000 ŭɟɢ; 
2. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ, ɛŮ ȷũ > ȷȸ 
əŬɘ ɀ, Ɂ ŰŬ ɛɏůŬ Űɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ ȷȸ 
əŬɘ ȷũ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȷɜ Ƀ Űɞ ɛɏůɞ 
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Űɞɡ ɀɁ, ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 
2 2

2 2 ȷũ ȷȸ
Ƀũ Ƀȸ

2

-
- =  

3. ɆŮ ɖɛɘəɨəɚɘɞ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȷȸ = 2Ŭ 
ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ. ɉɤɟɑ-
ɕɞɡɛŮ Űɖ ŭɘɎɛŮŰɟɞ ȷȸ ůŮ ŰɟɑŬ ɑůŬ 
ŰɛɐɛŬŰŬ ȷũ=ũȹ=ȹȸ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ 
ɧŰɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ  

2 2 2 2ɀȷ ɀȸ ɀũ ɀȹ+ + +   
ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ. 
4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɟɧɛɓɞɠ ȷȸũȹ ˊɚŮɡɟɎɠ Ŭ, 
Ƀ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ əŬɘ əɨəɚɞɠ (Ƀ,ɚŬ), 
ɚ > 0. ȷɜ ɔɘŬ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ 
əɨəɚɞɡ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2 2 2ɀȷ ɀȸ ɀũ ɀȹ 18Ŭ+ + + = , ɜŬ 
ɓɟŮɗŮɑ ɞ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ ɚ. 
5. ȹɑɜŮŰŬɘ ɟɧɛɓɞɠ ȷȸũȹ ˊɚŮɡɟɎɠ Ŭ, 
ɛŮ ŭɘŬɔɩɜɘɞ ȸȹ = Ŭ. ȰůŰɤ ŰɡɢŬɑɞ 
ůɖɛŮɑɞ Ʌ. ɁŬ ŬˊɞŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ  

( ) ( )2 2 2 2 2Ŭ Ʌȷ Ʌȸ Ʌũ Ʌȹ= - + -  
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ǮŮŰȍȆȇǽȎ ůȐǽůŮȆȎ ůŮ ȇȖȇȈȌ 
9.7 ǵǽȉȊȌȏůŮȎ ȇȖȇȈȌȏ 
ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɏɜŬɜ əɨəɚɞ (Ƀ,R) 
əŬɘ ɏɜŬ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ ɐ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖ-
ɛŮɑɞ Űɞɡ Ʌ. ȷˊɧ Űɞ Ʌ űɏɟɞɡɛŮ ŭɨɞ 
ŰɡɢŬɑŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ Űɏɛɜɞɡɜ Űɞɜ 
əɨəɚɞ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ, ȹ Ŭ-
ɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɇɞ Ŭəɧɚɞɡɗɞ ɗŮɩɟɖɛŬ 
ŮəűɟɎɕŮɘ ɧŰɘ Ʌȷ Ʌȸ Ʌũ ɅȹÖ = Ö. 

ŪŮȗȍȄȉŬ I   

ǥȊ ŭȖȌ ȐȌȍŭǽȎ ǥǦ, ũǧ Ǿ ȌȆ ɸȍȌŮ-
ȇŰǼůŮȆȎ ŰȌȏȎ ŰǽȉȊȌȊŰŬȆ ůŮ ǽȊŬ 
ůȄȉŮǿȌ ǳ, ŰȕŰŮ ȆůȐȖŮȆ  

Ö Öǳǥ ǳǦ=ǳũ ǳǧ 
ǥɸȕŭŮȆȋȄ 
ɇŬ ŰɟɑɔɤɜŬ Ʌȷũ 
əŬɘ Ʌȸȹ ŮɑɜŬɘ 
ɧɛɞɘŬ, Ŭűɞɨ  

ɅĔȷũ = ɅĔȹȸ əŬɘ 

ɅĔũȷ = ɅĔȸȹ (ɆŰɞ 
ůɢ.17Ŭ ɏɢɞɡɛŮ  

 
ɆɢɐɛŬ 17Ŭ 
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ɧŰɘ ɅĔȷũ = ɅĔȹȸ ɔɘŬŰɑ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡ-

ɟɞ ŮɑɜŬɘ ŮɔɔɟɎɣɘɛɞ əŬɘ ɖ ɅĔȷũ ŮɑɜŬɘ 
ŮɝɤŰŮɟɘəɐ Űɞɡ ɔɤɜɑŬ. 
ɆŰɞ ůɢ. 17ɓ  

ɅĔȷũ = ɅĔȹȸ ɤɠ Ůɔ-
ɔŮɔɟŬɛɛɏɜŮɠ ɔɤɜɑ-
Ůɠ ˊɞɡ ɓŬɑɜɞɡɜ ůŰɞ 
ɑŭɘɞ Űɧɝɞ). Ⱥˊɞɛɏ-
ɜɤɠ, ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 

 
ǴȐǾȉŬ 17ȁ 

Ʌȷ Ʌũ

Ʌȹ Ʌȸ
=  ɐ . Ʌȷ Ʌȸ Ʌũ ɅȹÖ = Ö 

 

 
ɆɢɐɛŬ 18 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ŰŬ ɔɘɜɧɛŮ-
ɜŬ Űɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ 
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